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绝热不变量

系统：
H(q, p, λ(t)), λ(t) 缓慢变化.

定义：若对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |λ̇| < δ 且 t < 1/|λ̇|
时，

|A(t)− A(0)| < ε,

则称 A 为绝热不变量

定理

对周期运动系统，作用变量在绝热变化下保持不变：

Jα =
1

2π

∮
pα dqα = const 指标不求和

典型应用：单摆缓慢改变长度



转动矩阵与欧拉角

两个参考系

通常在刚体问题中有两种关键参考系：惯性系（地面系）与随
体系（或更常用主轴系）。角速度在随体系中写出，用欧拉角表
示随体系相对于惯性系的转动（进动角 ϕ、章动角 θ、自转角 ψ）

转动矩阵：RRT = I,detR = 1，罗德里格斯公式
与欧拉角的关系：R(ϕ, θ, ψ) = Rz(ϕ)Rx(θ)Rz(ψ)

欧拉运动学方程

欧拉运动学方程（将角速度和欧拉角联系）：

ω1 = sin θ sinψϕ̇+ cosψθ̇

ω2 = sin θ cosψϕ̇− sinψθ̇

ω3 = cos θϕ̇+ ψ̇



转动惯量

转动惯量定义（依赖于参考系和参考点）：

Iij =
∫

(r2δij − rirj) dm

平行轴定理：
ID = IC + m

(
r2I − r⃗⃗rT)

主轴系与主转动惯量（转动惯量矩阵对角化）：

I = diag(I1, I2, I3)



刚体动力学

在主轴系中，刚体的角动量、转动动能为：

J = Iω⃗ = I1ω1e1 + I2ω2e2 + I3ω3e3, T =
1

2
Iiω2

i

运动方程为（通常在随体系中使用）：

M⃗ =
d
dt J⃗ + ω⃗ × J⃗

欧拉动力学方程

解出 ω⃗ 后代入运动学方程得欧拉角。

M1 = I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3

M2 = I2ω̇2 + (I1 − I3)ω3ω1

M3 = I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2



欧拉陀螺

自由陀螺不受力矩，定点转动，I1, I2, I3 任意。
拉氏量：

L =
1

2
(I1ω2

1 + I2ω2
2 + I3ω2

3)

在主轴系 Euler 动力学方程：

I1ω̇1 = (I2 − I3)ω2ω3,

I2ω̇2 = (I3 − I1)ω3ω1,

I3ω̇3 = (I1 − I2)ω1ω2.

守恒量：动能 T 守恒，惯性系中角动量守恒，随体系中角动量大
小 J2 守恒分量不守恒



欧拉陀螺：解与稳定性

求解：将 ω1,ω2 用守恒量 T, J2 表示，代入第三个欧拉动力学方
程得

ω̇3 =
I1 − I2

I3
ω1ω2

稳定性

设定初始
ωi, ωj ≈ 0, ωk ≫ ωi, ωj

代入欧拉动力学方程求得形如 ω̈i = kωi 的表达式，根据 k 的
正负判断稳定性。
结论为：绕最大或最小主惯量轴转动稳定，绕中间主轴转动不

稳定



拉格朗日陀螺

对称 I1 = I2 ̸= I3，受到重力作用，定点转动拉氏量：

L =
I1
2
(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) +

I3
2
(ψ̇ + ϕ̇ cos θ)2 − mgl cos θ

守恒量：
pψ =

∂L
∂ψ̇

= I3(cos θ ϕ̇+ ψ̇) = J3

pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= I1ϕ̇ sin2 θ + I3(cos θ ϕ̇+ ψ̇) cos θ = Jz

E =
I1
2
(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) +

J23
2I3

+ mgl cos θ

根据守恒量解出 ϕ̇,ψ̇



有效势与均匀进动

均匀进动指章动角不变、进动角速度守恒：

θ̇ = 0, ϕ̇ = const.

有效势

有效势：

Veff(θ) =
(Jz − J3 cos θ)2

2I sin2 θ
+

J 2
3

2I3
+ mgl cos θ

能量守恒表达式写为：

E =
I
2
θ̇2 + Veff(θ)

因此均匀进动需满足 dVeff(θ)
dθ = 0，等价二次方程：

I cos θ ϕ̇2 − J3ϕ̇+ mgl = 0



例题：拉格朗日陀螺

如图所示，半径为 R、质量为 m 的均匀球体与顶部 O 被轻杆连接，顶
点 O 到球心 C 的距离为 l = 2R。以球心为原点建立本体系，OC 连线
方向为 z 轴，球以角速度 ω = ω0ẑ 自转。从 O 点作竖直向下的直线
OO′，定为空间系的 z′ 轴。球的初始章动角 θ = θ0。

1. 求随体系中的转动惯量；
2. 写出哈密顿量，证明 pϕ, pψ 守恒并求其值；
3.θ0 = 60◦, Rω2

0 = 132g 时，求 Tmax。



(1) 转动惯量

球自身的主转动惯量为
Isphere =

2

5
mR2.

以球心为原点、z ∥ OC 为主轴，垂直于 OC 的两轴用平行轴定理：

J1 = J2 =
2

5
mR2 + m(2R)2 =

22

5
mR2, J3 =

2

5
mR2.



(2) 拉氏量与守恒量
欧拉角 (ϕ, θ, ψ)，利用欧拉运动学方程

ω2
1 + ω2

2 = θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ, ω3 = ϕ̇ cos θ + ψ̇.

系统拉格朗日量为：

L =
1

2
J12(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) +

1

2
J3(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2 + 2mgR cos θ.

ϕ, ψ 为循环坐标，故广义动量守恒：

pψ =
∂L
∂ψ̇

= J3(ϕ̇ cos θ + ψ̇),

pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= J12ϕ̇ sin2 θ + pψ cos θ.

初始 ϕ̇0 = θ̇0 = 0, ψ̇0 = ω0，因此

pψ =
2

5
mR2ω0, pϕ =

2

5
mR2ω0 cos θ0



(3) 能量守恒与有效势

机械能

E =
1

2
J12(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) +

1

2
J3(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2 − 2mgR cos θ.

用 pψ, pϕ 消去 ϕ̇, ψ̇：

ϕ̇ =
pϕ − pψ cos θ

J12 sin2 θ
=

pψ(cos θ0 − cos θ)
J12 sin2 θ

,
1

2
J3(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2 =

p2
ψ

2J3
.

故

E =
1

2
J12θ̇2 +

p2
ψ(cos θ0 − cos θ)2

2J12 sin2 θ
+

p2
ψ

2J3
− 2mgR cos θ.

代入 J12 = 22
5 mR2, J3 = 2

5mR2, pψ = 2
5mR2ω0 可化为

E =
11

5
mR2θ̇2 +

2

5
mgR

[
6
(cos θ0 − cos θ)2

sin2 θ
+ 66− 5 cos θ

]
.



极值条件与 Tmax

动能最大 ⇔ 势能最小，θ 最小，即在极值点 θ̇ = 0， dVeff(θ)
dθ = 0 得

6
(cos θ0 − cos θ)2

sin2 θ
+ 5(cos θ0 − cos θ) = 0.

化简得
5 cos2 θ + 6 cos θ − 8 = 0 ⇒ cos θmin =

4

5

当 θ = θmin 且 θ̇ = 0，

Tmax =
2

5
mgR

[
6
(cos θ0 − cos θmin)

2

sin2 θmin
+ 66

]
.

代入 θ0 = 60◦, cos θmin = 4
5 得括号第一项为

3
2，因此

Tmax =
2

5
mgR

(
3

2
+ 66

)
= 27mgR



THE END

期末计算量不会逊于期中，需要有计算熟练度。

考试前注重休息，保证考试状态。

祝期末考试顺利！


