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泛函与变分法

主要讨论积分型泛函：

对于固定边界的泛函，极值条件为欧拉-拉格朗日方程
∂L
∂q − d

dt
∂L
∂q̇ = 0。（对部分问题，不“硬”求解欧拉方程，利用守恒

量是更好的选择）边界的函数值不固定则有自然边界条件
∂L
∂q̇ |t=t1,t2 = 0，若边界可动，则自然边界条件再加上 ∂L

∂q̇ q̇ − L = 0

多宗量问题、边界约束问题



拉格朗日光学：费马原理

费马原理

光线在两点 A、B 之间传播的实际路径，是使传播时间取极值
（通常是极小值）的路径。

δtAB = δ

∫ B

A

ds
v(⃗x) = 0

其中 v(⃗x) = c/n(⃗x) 是介质中的光速。

光程

引入光程 L：

δtAB =
1

c δ
∫ B

A
n(⃗x)ds︸ ︷︷ ︸
�� L

= 0 ⇒ δL = δ

∫ B

A
n(⃗x)ds = 0

真实光线的光程取极值。



莫培督原理

哈密顿形式的莫培督原理

在所有连接 A、B 两点的等能路径中，系统运动的真实路径是使
约化作用量 W 取极值的路径。

∆W[q] = ∆

∫ B

A
pαdqα = 0

注意等能变分。优点为便于求解运动轨道，即在计算中我们通过
等能条件，将时间导数从表达式中消去。



莫培督原理：雅可比形式

从作用量到几何

对于动能 T = 1
2Mαβ q̇αq̇β 的系统：

定义黎曼空间中的线元与度规

ds2 = gαβdqαdqβ = 2[E − V(⃗q)]Mαβdqαdqβ

雅可比形式的莫培督原理：质点的真实运动轨迹，是在此黎曼空
间中的测地线。

∆

∫ s2

s1
ds = 0

（可求解有心力场的运动轨迹）



连续体系的拉格朗日力学

拉格朗日密度

离散系统：拉格朗日函数 L(t, q, q̇)
连续系统：定义 拉格朗日密度 L，使得

L =

∫
LdV 或 L =

∫
Ldx (一维)

L 通常是场及其导数的函数：L = L(ψ, ∂tψ, ∂xψ, x, t)，仍然
可以用动量密度减去势能密度表示拉格朗日密度 L = T − V

以弹性棒为例

动能密度：1
2ρA(∂tψ)2

势能密度（弹性势能）：1
2EA(∂xψ)2

拉格朗日密度：L = 1
2ρA(∂tψ)2 − 1

2EA(∂xψ)2



连续体系的拉格朗日力学：场方程

欧拉-拉格朗日方程（场论形式）
作用量 S =

∫∫
Ldtdx 取极值，导出场的运动方程：

∂̄

∂̄t

(
∂L

∂(∂tψ)

)
+

∂̄

∂̄x

(
∂L

∂(∂xψ)

)
− ∂L
∂ψ

= 0

其中“全偏导”：

∂̄

∂̄t
def
= ∂t + (∂tψ)

∂

∂ψ
+ (∂2t ψ)

∂

∂(∂tψ)
+ (∂t∂xψ)

∂

∂(∂xψ)

∂̄

∂̄x
def
= ∂x + (∂xψ)

∂

∂ψ
+ (∂x∂tψ)

∂

∂(∂tψ)
+ (∂2xψ)

∂

∂(∂xψ)



波动方程的解法

ρ(
∂ψ

∂t )
2 − E(∂ψ

∂x )
2

行波法

做变换 a = x + vt, b = x − vt, v =
√

E
ρ，得

∂2ψ

∂a∂b = 0

分离变量法

边界固定 ψ(0, t) = ψ(l, t) = 0（或者边界导数值固定），分离变量
ψ(x, t) = T(t)u(x) 代入微分方程，让方程左边只含 t, 右边只含
x，故等于常数，得到 T 和 u 分别满足的微分方程，又由于边界
条件 u 的解只能为 sin nπx

l 的形式，最后将通解写为级数形
式。（技术细节参考作业 16 的 22 题）



诺特定理

无穷小变换：

∆t = ϵi
∂ξ0
∂λi

|λ=λ0 , ∆qα = ϵi
∂ξα
∂λi

|λ=λ0

即我们只考虑无穷小变换的一阶近似
对称变换：作用量不变 ∆S = 0

准对称变换：δS(λ0) = δS(λ)
等价于 ∆(Ldt) = dφ(t, q)，可通过对其求外微分为零证明强
可积，若 ∆(Ldt) = 0 则为对称变换。



诺特定理

对于无穷小准对称变换：

−H∆t + pα∆qα −∆φ =常数

其中：
H：广义能量
pα：广义动量
∆φ：规范函数的变化

关于诺特定理的题目，只需将变换后的坐标 (q′, t′) 代入拉氏量
得到 L(t′, q′, dq′

dt′ )，计算 φ 代入守恒量表达式即可。注意这里面
的均取一阶无穷小量。



例：广义动量与能量守恒

广义动量守恒

若 L 不依赖于 qα，则空间平移 ∆qα = ϵ 是对称变换，守恒量为：

pα =
∂L
∂q̇α

广义能量守恒

若 L 不依赖于 t，则时间平移 ∆t = ϵ 是对称变换，守恒量为：

H = pαq̇α − L



对称与守恒

诺特定理将对称与守恒相联系：

时间平移 ⇔ 能量守恒

空间平移 ⇔ 动量守恒

旋转变换 ⇔ 角动量守恒

伽利略 boost⇔ 力对质心的作用

(建立对应的物理直觉)



狭义相对论

时空坐标：xµ = (t, x, y, z)

度规：gµν = diag(1,−1,−1,−1)

庞加莱变换：x′µ = Λµ
νxν + aµ

洛伦兹群 Λ 满足 Λµ
ρΛ

ν
ση

ρσ = ηµν



狭义相对论下的拉格朗日函数

自由粒子作用量

S = −m
∫

dτ = −m
∫ √

1− v2 dt

拉氏函数：
L = −m

√
1− v2

广义动量是

p⃗ =
∂L
∂v⃗ =

mv⃗√
1− v⃗2

= γmv⃗

其中洛伦兹因子是

γ
def
=

dt
dτ =

1√
1− v⃗2

广义能量是
H = p⃗ · v⃗ − L =

m√
1− v⃗2

= γm



带电粒子的拉氏量

最小耦合拉氏函数

L = −m
√

1− v2 − q(ϕ− A⃗ · v⃗)

其中 ϕ 为标量势、A⃗ 为矢量势，二者可以写为四维的规范场
Aµ = (ϕ,−A⃗)

规范变换 *

Aµ → Aµ + ∂µf

运动方程不变。
因此规范场有一个冗余的自由度，因而可以附加一个规范条件，
如 Lorenz 规范：

∂µAµ = 0



洛伦兹力与运动方程

广义动量

p⃗ = γmv⃗ + qA⃗

运动方程

dp⃗mech
dt = q(E⃗ + v⃗ × B⃗)

其中：

E⃗ = −∇ϕ− ∂A⃗
∂t , B⃗ = ∇× A⃗

p⃗mech = p⃗ − qA⃗ = γmv⃗



四维形式 *

协变的四速度与四动量：

vµ =
dxµ
dτ , pµ = mvµ

四维的牛顿方程：
Fµ =

dpµ

dτ
四维力定义为：

Fµ = (γF⃗ · v⃗, γF⃗)



THE END

重要的是用变分法处理问题的能力、诺特定理。

若有时间精力，最好将作业过一遍并保持计算熟练度。

祝期中考试顺利！


