
理论力学作业参考答案

助教：张积翔

2026 年 1 月 22 日



前言

本人于 2025 年秋季担任朱杰界老师的理论力学 A 课程助教，这是一次值得回忆的助教
经历，某种意义上让我又学习了一遍理论力学。

课程共布置了 32次作业，我和另一位于助教为每次作业的每道题目都编写了答案。平均
每周我都要花上 3-4 个小时来做这份作业解答，回头看还是成就感满满。

本人负责的是偶数次作业，将其整理在该文件中。
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理论力学作业 02 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

6. 使用张量符号进行计算、化简

a⃗× (⃗b× c⃗) + b⃗× (c⃗× a⃗) + c⃗× (⃗a× b⃗) =?

∇× (∇× a⃗) =?

∇ · (ψa⃗) =?

∇× (ψa⃗) =?

Solution

a⃗× (⃗b× c⃗) = êiεijkajεkmmnbmcn

= êiajbmcn(δimδjn − δinδjm)

= êibiajcj − ciajbj

= (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗ = 0

∇× (∇× a⃗) = êiεijk∂j(εkmn∂man)

= êiεijkεkmn∂j∂man

= êi(δimδjn − δinδjm)∂j∂man

= êi(∂i∂nan − ∂j∂jai)

= ∇(∇ · a⃗)−∇2a⃗, where∇2 ≡ ∇ · ∇

∇ · (ψa⃗) = ∂i(ψai)

= (∂iψ)ai + ψ(∂iai)

= (∇ψ) · a⃗+ ψ(∇ · a⃗)

∇× (ψa⃗) = êiεijk∂j(ψak)

= êiεijk[(∂jψ)ak + ψ(∂jak)]

= (∇ψ)× a⃗+ ψ(∇× a⃗)
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7. 矢量场 B⃗ 分别取成

（1）均匀磁场
B⃗ = −1

2
B⃗(0)

（2）均匀梯度磁场
Bj = −1

3
B

(1)
jk xk

（3）二次多项式磁场
Bj = −1

4
B

(2)
jklxkxl

三种形式。表达式中的系数 B
(0)
j , B

(1)
jk , B

(2)
jkl 都是常数。为了满足无源条件

∇ · B⃗ = 0

这些系数还满足

B
(1)
jj = 0, B

(2)
jj = 0, B

(2)
jkl = 0

对这三种情况，请分别计算并化简

∇× (x⃗× B⃗)

根据上述结果，三种磁场的矢量势 A⃗ 分别是什么？

Solution

[
∇× (x⃗× B⃗)

]
i
= εijk∂j(εkmnxmBn)

= εijkεkmn∂j(xmBn)

= (δimδjn − δinδjm)∂j(xmBn)

= ∂j(xiBj)− ∂j(xjBi)

= Bi + xi∂jBj − 3Bi − xj∂jBi

= −2Bi + xi(∇ · B⃗)− (x⃗ · ∇)Bi

由于 ∇ · B⃗ = 0，所以：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ − (x⃗ · ∇)B⃗

对于三种磁场情况：

均匀磁场 B⃗ = −1
2
B⃗(0)：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ = B⃗(0)

A⃗ = −1

2
x⃗× B⃗
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Solution

均匀梯度磁场 Bj = −1
3
B

(1)
jk xk：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ +
1

3
êjxi∂i(B

(0)
jk xk)

= −2B⃗ +
1

3
êjxiB

(1)
ji

= −3B⃗

A⃗ = −1

3
(x⃗× B⃗)

二次多项式磁场 Bj = −1
4
B

(2)
jklxkxl：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ +
1

4
êjxi∂iB

(2)
jklxkxl

= −4B⃗

Ai = −1

4
(x⃗× B⃗)

8. 小船被水冲走后，用缆绳拉回岸边。假定水流平行于河岸，速率为 c1；拉绳的速率为

c2，这两个速率均保持不变。

以水流方向为极轴，拉绳者为原点，建立平面极坐标系，并在此坐标系求出小船的轨迹

曲线。

Solution

在极坐标系中，小船沿着半径方向的速度为 vr = −c2，垂直半径方向的速度完全由水速
提供，故：

vθ = −c1sinθ

即 v⃗ = −c2r̂ − c1sinθθ̂，又 v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

ṙ = −c2, rθ̇ = −c1sinθ

两式相除得：
dr

r
=

c2
c1sinθ

dθ

解微分方程得小船运动轨迹为：

r = C(tan
θ

2
)
c2
c1
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以下两题是额外的练习，不需要提交给助教，不计入作业成绩：

9. R 是转动矩阵，证明 a⃗× b⃗ 像矢量一样转动：

R(⃗a× b⃗) = (Ra⃗)× (Rb⃗)

Solution

(Ra⃗)× (Rb⃗) = êkεkil(Rijaj)(Rlmam)

= êkεkilRijRlmajbm

R(⃗a× b⃗) = êkεijmRkiajbm

由 a⃗ 和 b⃗ 的任意性，若要证题中等式成立，即证明：

εkilRijRlm = εijmRki

利用 RTR = I,

εkilRijRlm = εkilRijRlmδrk

= εrilRijRlmRrnRkn

= εnjmdet(R)Rkn

= εijmRki

题中等式得证

10. 设
ϕ(x⃗) = −x⃗ ·

∫ 1

0

E⃗(λx⃗)dλ, A⃗(x⃗) = −
∫ 1

0

λx⃗× B⃗(λx⃗)dλ

其中积分项中的矢量场满足

∇× E⃗ = 0⃗, ∇ · B⃗ = 0

求 −∇ϕ,∇× A⃗。

提示：利用分部积分化简。这题给出了任意电场 E⃗(x⃗)的标量势函数，以及任意磁场 B⃗(x⃗)

的矢量势函数。
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Solution

计算 −∇ϕ：

−∇ϕ = ∇
(
x⃗ ·
∫ 1

0

E⃗(λx⃗)dλ

)
= êi∂i

(
xj

∫ 1

0

Ej(λx⃗)dλ

)
= êi

∫ 1

0

Ei(λx⃗)dλ+ êixj

∫ 1

0

∂iEj(λx⃗)dλ

将第一项分部积分：

Ei(λx⃗) =
d(λEi)

dλ
− λ

dEi
λ

dEi
dλ

=
∂Ei(λx⃗)

∂(λxj)

d(λxj)

dλ
=
xj
λ
∂jEi

故：

−∇ϕ = êi

∫ 1

0

[
d(λEi)

dλ
− λ

dEi
dλ

]
dλ+ êixj

∫ 1

0

λ∂iEj(λx⃗)dλ

= êi

[
λEi(λx⃗)

∣∣1
0
+

∫ 1

0

(xj∂iEj(λx⃗)− xj∂jEi(λx⃗))dλ

]
,∇× E⃗ = 0

= E⃗(x⃗)

计算 ∇× A⃗：

∇× A⃗ = −∇×
(∫ 1

0

λx⃗× B⃗(λx⃗)dλ

)
= −êiεijk∂j

∫ 1

0

λεkmnxmBn(λx⃗)dλ

= −êi(δmiδjn − δinδjm)

∫ 1

0

λ∂j(xmBn(λx⃗))dλ

= êi

(
−
∫ 1

0

λ∂j(xiBj)dλ+

∫ 1

0

λ∂j(xjBi)dλ

)
= êi

∫ 1

0

dλ [−λBi − xi∂jBj + λ(3Bi + xj∂jBi)]

= êi

∫ 1

0

dλ [2λBi + λxj∂jBi]

将第一项分部积分为：

2λBi =
d(λ2Bi)

dλ
− λ2

dBi

dλ

Bi(λx⃗)

dλ
=
∂Bi(λx⃗)

∂(λxj)

d(λxj)

dλ
=
xj
λ
∂jBi
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Solution

故：

∇× A⃗ = êi

∫ 1

0

dλ

[
d(λ2Bi)

dλ
− λ2

dBi

dλ
+ λxj∂jBi

]
= λ2B⃗(λx⃗)

∣∣1
0

= B⃗(x⃗)
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理论力学作业 04 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

2. 已知法夫形式
ω ≡ dx+ x dy + 2xz dz

(1) 利用弗罗本尼斯定理检验 ω 是否可积。

(2) 是否存在函数 f(x, y, z)，使得

df = ω

成立？

(3*) 寻找合适的积分因子 φ(x, y, z)，使得

φ(x, y, z)ω ≡ dg(x, y, z)

是全微分，并求出 g(x, y, z) =
∫
φ(x, y, z)ω。（这一小题选做，可不答）

提示：（1）可以利用 d(φω) = 0 求出 φ 满足的 3 个线性偏微分方程；（2）然后令
φ(x, y, z) ≡ A(x)B(y)C(z) 代入微分方程组，求出分离变量解 φ(x, y, z)；（3）指定 φ(x, y, z)

中的积分常数，得到一个比较简单的表达式；（4）对 φω 积分，求得 g(x, y, z)。

Solution

（1）
dω = dx ∧ dy + 2zdx ∧ dz

ω ∧ dω = (dx+ xdy + 2xzdz) ∧ (dx ∧ dy + 2zdx ∧ dz)

= 2xzdz ∧ dx ∧ dy + 2xzdy ∧ dx ∧ dz

= 0

根据弗罗本尼斯定理知，ω 可积
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Solution

（2）由于 dω ̸= 0，故不存在函数 f(x, y, z)，使得 df = ω 成立

（3）

d(φω) = ∂iφdxi ∧ ω + φdω

= ∂xφ(xdx ∧ dy + 2xzdx ∧ dz) + ∂yφ(dy ∧ dx+ 2xzdy ∧ dz)

+ ∂zφ(dz ∧ dx+ xdz ∧ dy) + φ(dx ∧ dy + 2zdx ∧ dz)

= (x∂xφ− ∂yφ+ φ)dx ∧ dy + (2xz∂yφ− x∂zφ)dy ∧ dz+

(−2xz∂xφ+ ∂zφ− 2zφ)dz ∧ dx

= 0

设 φ 有分离变量解，令 φ(x, y, z) ≡ A(x)B(y)C(z)，代入方程组得：

x
A′

A
− B′B

+
1 = 0

2z
B′

B
=
C ′

C

2xz
A′

A
− C ′

C
+ 2z = 0

从第二个方程入手，有 B′

B
= C′

2zC
，由于方程左边为 y 的函数，右侧为 z 的函数，二者

相等只能等于一常数，记为 K1，得

B = B0e
k1y

C = C0e
k1z2

将 B 的表达式代入第一个方程得到 A 的表达式：

A = A0x
k1−1

容易验证 A、C 表达式和第三个方程相容。故

φ = A · B · C = φ0x
k1−1ek1y+k1z

2
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以下两题选做其一：

3. 如图，一均匀薄板厚度可忽略不计，放在一个粗糙的圆柱体上作
纯滚动，长方形的一个边与圆柱体的轴向平行。圆柱体的半径为 r，中心

位于坐标原点。薄板质心的坐标是 (x, y)，薄板与水平方向的夹角为 θ。

(1) 以 (x, y, θ) 为广义坐标，写出系统满足的 2 个约束方程：1 个代
数方程（板与柱面接触）和 1 个微分方程（接触点处无滑动）。

(2)如果利用几何约束消去 θ，选用 (x, y)作为广义坐标，写出 (x, y)

满足的约束方程。

Solution

(1) 由于板与柱面接触，接触点为 (−r sin θ, r cos θ)，故

y − r cos θ
x+ r sin θ = tan θ

由于接触点无滑动，即接触点 (x− l cos θ, y− l sin θ) 切向速度为 0：

(dx+ ldθ sin θ, dy − ldθ cos θ) · (cos θ, sin θ) = 0

得微分约束：

dx cos θ + dy sin θ = 0

(2) 由 (1) 的几何约束得，

y cos θ − x sin θ = r

从中反解出：

cos θ = yr + x
√
x2 + y2 − r2

x2 + y2

代入到微分约束中即为 (x,y) 满足的约束方程
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4. 四轮小车作平面平行运动。设车体驾驶座相对于地面参考系的直
角坐标是 (x, y)，车头朝向与 x-轴的夹角为 θ。

小车的一对前轮为导向轮，后轮为从动轮；导向轮可以相对于

车身方向有偏转角，而从动轮则不能。

(1) 阿克曼（Ackman）转向机构能使四个车轮在转向时均作无
滑动滚动。写出约束方程。所需的参数，例如前后轮的轴距、一对轮

子的轮间距等，可自己引进。

(2) 如果只关心车辆的位置和朝向，请从上一小题得到的方程，
导出广义坐标 (x, y, θ) 之间的约束关系。

(3) 广义坐标 (x, y, θ) 满足的约束方程是否完全可积？

(4*) 假设地平面无障碍物，在 t = 0 时刻小车的位姿是 (x0, y0, θ0)。小车能否通过运动到

达任意状态 (x, y, θ)？（这一小题是拓展思考，可以不答）

Solution

(1) 设驾驶座位于车的正中心，坐标为 (x,y)，轮间距为 2l，前后轮距离为 2L，前轮偏
转角为 ψ，轮的半径为 a，第 i 个轮自转的角度为 φi.
由无滑滚动条件，对于后轮：

d[(x− L cos θ, y − L sin θ)± l(sin θ,− cos θ)]− adφi(cos θ, sin θ) = 0

对于前轮：

d[(x+ L cos θ, y + L sin θ)± l(sin θ,− cos θ)]− adφi(cos (θ − ψ), sin (θ − ψ)) = 0

即约束方程为：

dx+ Ldθ sin θ ± ldθ cos θ − a cos θdφi = 0

dy − Ldθ cos θ ± ldθ sin θ − a sin θdφi = 0

dx− Ldθ sin θ ± ldθ cos θ − a cos (θ − ψ)dφi = 0

dy + Ldθ cos θ ± ldθ sin θ − a sin (θ − ψ)dφi = 0
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Solution

（2）对于（1）中第一个约束方程，把 +-两式相比得：

dφ1

dφ2

=
dx+ Ldθ sin θ + ldθ cos θ
dxLdθ sin θ − ldθ cos θ

同理对于第二个约束方程也有类似式子：

dφ1

dφ2

=
dy − Ldθ cos θ + ldθ sin θ
dy − Ldθ cos θ − ldθ sin θ

两式消去 dφ1

dφ2
，得

cos θdy = sin θdx+ Ldθ

（本题若将 (x,y) 设置为两个后轮中点则得到老师讲义上的方程：cos θdy = sin θdx）
（3）约束方程的法夫形式为：

ω = sin θdx− cos θdy + Ldθ

dω = cos θdθ ∧ dx+ sin θdθ ∧ dy

ω ∧ dω = dx ∧ dθ ∧ dy ̸= 0

故约束方程不完全可积

（4）Chow’s theorem: 如果系统 q̇ = Σiuigi(q) 满足：由 gi, gj 通过反复取李括号生成的

分布在 q0 的邻域内维数等于 n（系统的完整坐标数）；那么系统是小范围可控的（可以
从 q0 到达任意足够近的点）。

将 (x,y) 设置为两个后轮中点，由 cos θdy = sin θdx，可取 x = v cos θ, y = v sin θ，故

g1(q) =


cos θ
sin θ
0

 , g2(q) =


0

0

1

 , q = (x, y, θ)T

计算李括号：

[g1, g2] =
∂g2
∂q

g1 −
∂g1
∂q

g2 = 0−


0 0 − sin θ
0 0 cos θ
0 0 0



0

0

1

 =


sin θ

− cos θ
0

 =: g3(q)

计算行列式：

det[g1, g2, g3] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ 0 sin θ
sin θ 0 − cos θ
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0

故系统满足 Chow’s theorem，小车可以在给定初始状态下达到任意状态
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理论力学作业 06 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

8. 光滑的半球形碗（半径为 R）中，有两个质量分别为 m1 和 m2 的小球，小球用长度为 l 的

刚性细杆连在一起，杆子的质量可忽略不计。利用虚功原理，求平衡时杆子与水平面的夹角。

Solution

显然只需要考虑如图所示的二维情况即可，同时参数均在图中标出，以 θ 为广义坐标，

以向下为 y 轴正方向，原点为球心。
对小球 1:

y1 = R sin (α + θ)

对小球 2:
y2 = R sin (α− θ)

只有重力势能为主动力势能，故：

V = −m1gy1 −m2gy2 = −m1gR sin (α + θ)−m2gR sin (α− θ)

由虚功原理，平衡时有：

0 =
∂V

∂θ

= −m1gR cos (α + θ) +m2gR cos (α− θ)

= gR [sin θ(m1 sinα +m2 sinα) + cos θ(m2 cosα−m1 cosα)]
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Solution

解得：

θ = arctan(
m1 −m2

m1 +m2

cotα)

又 cosα = l
2R
，

θ = arctan(
m1 −m2

m1 +m2

· l√
4R2 − l2

)

9. 光滑锥体上套着一根很细的环形橡皮绳。锥体底面朝下垂直放置，半顶角为 α。橡皮

绳的自然长度为 l，质量为 m，弹性系数为 k。求橡皮绳的平衡位置。

Solution

设 z 轴正方向竖直向下，原点为圆锥顶部。设平衡时坐标为 z，则此时橡皮绳长度为：

L = 2πz tanα

重力和弹力均为主动力，故主动力势能为：

V = VG + VP

= −mgz + 1

2
k(L− l)2

= −mgz + k

2
(2πz tanα− l)2

平衡时：

0 =
∂V

∂z
= −mg + 2πk tanα(2πz tanα− l)

解得平衡时橡皮绳位置为：

z =
mg

k(2π tanα)2 +
l

2π tanα
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理论力学作业 08 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

以下两题选做其一：

14. 把一根质量为 m 的均匀细棒，用无弹性的轻绳（忽略质量）栓在天花板上。设细棒

和绳子在垂直平面中摆动。写出系统的拉氏量和拉氏方程。

Solution

以图中的 θ1 和 θ2 为广义坐标，棒的质心为 (l1 cos θ1 + 1
2
l2 cos θ2, l1 sin θ1 + 1

2
l2 sin θ2)，

棒的动能为质心动能加上棒绕质心转动的动能：

T = 1
2
mẋ2c +

1
2
Iθ̇22

= 1
2
m(l21θ̇

2
1 +

1

4
l22θ̇

2
2 + l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2)) +

1
24
ml22θ̇

2
2

= 1
2
ml21θ̇

2
1 +

1
6
ml22θ̇

2
2 +

1
2
ml1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2)

V = −mg(l1 cos θ1 +
l2 cos θ2

2
)

L = T − V

对 θ1 有拉格朗日方程：
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Solution

∂L

∂θ1
− d

dt

∂L

∂θ̇1
= −1

2
ml1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)−mgl1 sin θ1 −

d

dt

(
ml21θ̇1 +

1
2
ml1l2θ̇2 cos(θ1 − θ2)

)
= −1

2
ml1l2θ̇

2
2 sin(θ1 − θ2)−mgl1 sin θ1 −ml21θ̈1 − 1

2
ml1l2θ̈2 cos(θ1 − θ2)

+ 1
2
ml1l2θ̇2(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 − θ2)

= −1

2
ml1l2θ̇2

2 sin (θ1 − θ2)−mgl1 sin θ1 −ml21θ̈1 −
1

2
ml1l2θ̈2 cos (θ1 − θ2)

= 0

对 θ2 有拉格朗日方程:

∂L

∂θ2
− d

dt

∂L

∂θ̇2
= 1

2
ml1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)− 1

2
mgl2 sin θ2

− d

dt

(
1
3
ml22θ̇2 +

1
2
ml1l2θ̇1 cos(θ1 − θ2)

)
= 1

2
ml1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)− 1

2
mgl2 sin θ2 − 1

3
ml22θ̈2 − 1

2
ml1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2)

+ 1
2
ml1l2θ̇1(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 − θ2)

= 1
2
ml1l2θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2)− 1

2
mgl2 sin θ2 − 1

3
ml22θ̈2 − 1

2
ml1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2)

= 0

综上，系统拉氏方程为：

1

2
l2θ̇

2
2 sin(θ1 − θ2) + g sin θ1 + l1θ̈1 +

1

2
l2θ̈2 cos(θ1 − θ2) = 0

1

2
l1θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2)−

1

2
g sin θ2 −

1

3
l2θ̈2 −

1

2
l1θ̈1 cos(θ1 − θ2) = 0

15. 半径为 a、质量 M 的均匀圆盘，与地面之间作纯滚动。长 l、质量为 m 均匀细棒靠

在圆盘上，且棒身与圆盘的接触点处始终没有滑动；另一端与光滑地面接触。以杆与地面的

夹角 φ 为广义坐标，写出系统的拉氏函数和运动方程。
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Solution

以向右为正方向建立 X 轴，向上为正方向为 y 轴，并将 y 轴原点设为地面，使用图
中 φ 作为广义坐标。

则各点坐标为：O(xo, a),B(xB, 0), C(xB+
l
2
cosφ, l

2
sinφ), D(xB+lBD cosφ, lBD sinφ)

由几何关系得：lBD = xo − xB, (xo − xB) tan φ
2
= a，求导得：

ẋo − ẋB = −a
2

1

sin2 φ
2

φ̇

设圆盘顺时针转动角度为 θ，由纯滚动关系得：

ẋ0 = aθ̇

考虑棒身和圆盘接触点无滑动，即 D 对应棒上点的速度和 D 对应圆盘上点的速度在
切向相同，棒上 D 点切向速度为：

v = v⃗D · (cosφ, sinφ) = (ẋD − lBD sinφφ̇, lBD sinφφ̇) · (cosφ, sinφ) = ẋB cosφ

圆盘上 D 点切向速度为：
v = aθ̇ + ẋo cosφ

二者相等，得

ẋB cosφ = ẋo(cosφ+ 1)

与几何关系式 ẋo − ẋB = −a
2

1
sin2 φ

2

φ̇ 联立可将 ẋo 和 ẋB 用广义坐标 φ 表示：

ẋo =
a

2

cosφ
sin2 φ

2

φ̇

ẋB = a cot2 φ
2
φ̇

系统总动能包括圆盘质心动能、圆盘绕质心转动动能、棒质心动能、棒绕质心转动动能：

T =
1

2
Mẋ20 +

1

2
· 1
2
Ma2θ̇2 +

1

2
m(ẋ2c + ẏ2c ) +

1

24
ml2φ̇2

=
3

4
M

(
a

2

cosφ
sin2 φ

2

φ̇

)2

+
1

24
ml2φ̇2 +

1

2
m

[
(ẋB − l

2
sinφφ̇)2 + (

l

2
cosφφ̇)2

]
=

3

4
M

(
a

2

cosφ
sin2 φ

2

φ̇

)2

+
1

24
ml2φ̇2 +

1

2
m

[
a2 cot4 φ

2
− al cot2 φ

2
sinφ+

l2

4

]
φ̇2

= φ̇2

(
3

16
Ma2

cos2 φ
sin4 φ

2

+
1

6
ml2 +

1

2
ma2 cot4 φ

2
− 1

2
mal cot2 φ

2
sinφ

)
≡ A(φ)φ̇2
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Solution

系统势能只有棒受到的重力势能：

V =
l

2
mg sinφ

系统拉氏函数为：

L = φ̇2

(
3

16
Ma2

cos2 φ
sin4 φ

2

+
1

6
ml2 +

1

2
ma2 cot4 φ

2
− 1

2
mal cot2 φ

2
sinφ

)
− l

2
mg sinφ

∂L

∂φ
= −1

2
mg cosφ+ φ̇2∂A

∂φ

d

dt

∂L

∂φ̇
= 2Aφ̈+ 2φ̇2∂A

∂φ

计算 ∂A
∂φ
：

∂A

∂φ
= −3Ma2

8
·
cosφ sinφ sin φ

2
+ cos2 φ cos φ

2

sin5 φ
2

−ma2 cot3 φ
2
csc2 φ

2

− mal

2

(
− cot φ

2
csc2 φ

2
sinφ+ cot2 φ

2
cosφ

)
故最终运动方程为：

d

dt

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
= 2Aφ̈+ φ̇2∂A

∂φ
+

1

2
mg cosφ = 0

代入 A 和 ∂A
∂φ
表达式：

2

[
3Ma2 cos2 φ
16 sin4 φ

2

+
ml2

6
+
ma2 cot4 φ

2

2
−
mal cot2 φ

2
sinφ

2

]
φ̈

+

[
−3Ma2

8
·
cosφ sinφ sin φ

2
+ cos2 φ cos φ

2

sin5 φ
2

−ma2 cot3 φ
2
csc2 φ

2

−mal
2

(
− cot φ

2
csc2 φ

2
sinφ+ cot2 φ

2
cosφ

)]
φ̇2 +

mgl cosφ
2

= 0

16. 通过引入拉氏乘子，写出讲稿例题直立滚轮问题的运动方程。
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Solution

取广义坐标为轮心的位置 (x,y)，轮轴与 x 轴夹角 θ，轮子绕轴转过的角度 φ。

轮子前进方向为 θ − π
2
，由无滑滚动条件得：

ẋ−R cos (θ − π

2
)φ̇ = 0, ẏ +R sin (θ − π

2
)φ̇ = 0

写为变分约束：

δx−R sin θδφ = 0, δy +R cos θδφ = 0

系统动能包括轮心的动能，轮子绕轴自转的转动动能，和轮子绕竖直轴的转动动能。

故系统的拉氏函数为：

L = T =
1

2
M(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
I1φ̇

2 +
1

2
I2θ̇

2

对于变分约束方程 cαkδqk = 0，带乘子的拉氏方程为：

d

dt

∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk
= λαcαk

本题中带乘子的拉氏方程为：

Mẍ = λ1

Mÿ = λ2

I1φ̈ = −R sin θλ1 +R cos θλ2

I2θ̈ = 0

由第四个方程知

θ = ω0t+ θ0

对两个约束方程求导得：

ẍ = R sin θφ̈+ ω0R cos θφ̇

ÿ = −R cos θφ̈+ ω0R sin θφ̇

20



Solution

代入拉氏方程得，

λ1 =M(R sin θφ̈+ ω0R cos θφ̇)

λ2 =M(−R cos θφ̈+ ω0R sin θφ̇)

(I1 +MR2)φ̈ = 0

即 φ = ω1t+ φ0

最后对两个约束方程积分，得

x =

∫
dx =

∫
R sin θdφ = R

∫
sin(ω0t+ θ0)ω1dt = −ω1

ω0

R cos(ω0t+ θ0) + c1

y =

∫
dy = −

∫
R cos θdφ = −

∫
R cos(ω0t+ θ0)ω1dt = −ω1

ω0

R sin(ω0t+ θ0) + c2

系统做圆周运动

17. 半径为 r 的圆盘，以速度 v 从左向右无滑滚动，直至碰上高 h 的台阶。设碰撞是弹

性的，且 r > h。

(1) 如果台阶边缘完全光滑，与圆盘边缘没有摩擦，求圆盘碰撞后的状态。
(2) 若碰撞在中台阶边缘与圆盘有切向滑动，摩擦系数是 µ，求碰撞后的状态。

Solution

(1)
记碰撞时圆盘质心与碰撞点连线与竖直线夹角为 α，满足 cosα = r−h

r
。

建立直角坐标系，圆盘质心位置为 (x, y)，碰撞前速度为 v⃗ = vx̂，沿着作用力方向

的速度为 (v sin2 α,−v sinα cosα)，垂直作用力方向的速度为 (v cos2 α, v cosα sinα)。
由纯滚动条件得 v = rθ̇，其中 θ 为圆盘转动角度。

圆盘边缘没有摩擦的碰撞，碰撞时台阶支持力作用于圆盘质心，圆盘不受力矩作用。

由于是弹性碰撞，沿着作用力方向的速度反向，垂直于作用力方向速度不变。

故碰撞后，圆盘自转角速度不变仍为 θ̇ = v
r
，垂直作用力方向的速度仍为

(v cos2 α, v cosα sinα)，沿着作用力方向的速度反向为 (−v sin2 α, v sinα cosα)
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Solution

因此碰撞后速度为

v⃗ = (v cos 2α, v sin 2α)

(2)
碰撞时圆盘共受到两部分冲量，一部分为支持力对应的冲量记为 I1，另一部分为摩

擦力对应的冲量记为 I2。记碰撞点对应圆盘上的点为 D，设 θ 为 D 对应的和竖直方向
夹角（以顺时针转动为正方向），则碰撞时 θ = −α。

D 的坐标为：
(x− r sin θ, y − r cos θ)

由于圆盘发生碰撞时受到的支持力与（1）中相同，故：

I⃗1 = N⃗δ(t) = m(v cos 2α− v, v sin 2α) = 2mv sinα(− sinα, cosα)

I2 方向应沿着碰撞点切线方向

I⃗2 = µNδ(t)N̂⊥ = µI1(cosα, sinα) = 2µmv sinα(cosα, sinα)

冲量在广义坐标的投影 Iα = ∂r⃗
∂qα

· I⃗ 为:

I1x = −2mv sin2 α, I1y = 2mv sinα cosα

I1θ = 2mvr sinα sin (α + θ)

I2x = 2µmv sinα cosα, I2y = 2µmv sin2 α

I2θ = −2µmvr sinα cos (α + θ)

系统的动能为：

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1

4
mr2θ̇2

根据 ∂T
∂ ˙qα

∣∣0+
0− = I1α + I2α

mẋ

∣∣∣∣0+
0−

= 2mv sinα(µ cosα− sinα)

mẏ

∣∣∣∣0+
0−

= 2mv sinα(cosα + µ sinα)

1

2
mr2θ̇

∣∣∣∣0+
0−

= 2mvr sinα(sin (θ + α)− µ cos(θ + α))
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Solution

又 ẋ = v,ẏ = 0,θ̇ = v
r
，并代入碰撞时 θ = −α，得系统碰撞后状态为

ẋ(0+) = µv sin 2α + v cos 2α

ẏ(0+) = 2v sinα(cosα + µ sinα)

θ̇(0+) =
v

r
(1− 4µ sinα)
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理论力学作业 10 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

20. 利用位力定理估算太阳的温度作如下假设：

1. 只考虑万有引力，给出太阳动能均值 ⟨K⟩ 与势能均值 ⟨V ⟩ 的关系。

2. 设太阳是半径为 R0、质量为 M0 的均匀球体，写出球体内部的势能函数 V (r)。

3. 利用 V (r) 计算 ⟨V ⟩。

4. 太阳处于等离子体状态，主要是质量由氢离子（质子）贡献，数目约为 N =M0/mp。

由能量均分定理，⟨K⟩ = 3
2
NkBT。根据前面的结果估算太阳的温度。

已知常数：

M0 ≈ 1.989× 1030 kg, R0 ≈ 6.963× 105 km,

G = 6.67259× 10−11 N ·m2 · kg−1,

mp = 1.6726216× 10−27 kg, kB = 1.380649× 10−23 J ·K−1.

Solution
1.
对于引力势，势能是坐标的 (-1) 次函数：

V (λx⃗1, λx⃗2, · · · , λx⃗n) = λ−1V (x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n)

故由位力定理得：

⟨K⟩ = −1

2
⟨V ⟩

2.
太阳外部的势能相当于质量为 M 的质点作用产生的，对于质量为 m 的检测粒子，

V (R) = −GMm
R
，记太阳的体密度为 ρ，则太阳内部的势能为：

V (r) = V (R)−
∫ r

R

Gmρ4πr3

3

r2
dr

=
GMm

R
(
r2

2R2
− 3

2
)
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Solution
3.

⟨V ⟩ = 1

2

∫
V (r)

m
dm

式中 1
2
为防止重复计算势能的系数

⟨V ⟩ = 1

2

∫ R

0

V (r)

m
· ρ · 4πr2dr

代入 V (r) 和 ρ：

⟨V ⟩ = 1

2

∫ R

0

[
−GM

R

(
3

2
− 1

2

r2

R2

)]
· 3M

4πR3
· 4πr2dr

= −3GM2

2R4

∫ R

0

(
3

2
− 1

2

r2

R2

)
r2dr

= −3GM2

2R4

[
3

2
· r

3

3
− 1

2R2
· r

5

5

]R
0

= −3

5

GM2

R

4.
合并以上三问结果：

⟨K⟩ = −1

2
⟨V ⟩

3

2
NkBT =

3

10

GM2

R

代入数据解得

T =
GMmp

5RkB
≈ 4.62× 106K

21. 用拉格朗日力学的方法，写出下图电路的电路方程。
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Solution

记电流 i1 为从上至下通过 L 的电流，电流 i2 为从上至下通过 R2 的电流，e1、e2 与 i1、

i2 对应。故该电路系统对应的拉氏函数为：

L =
1

2
Li21 − (

e22
2C

− E1(e1 + e2) + E2e1)

瑞利耗散函数为

G =
1

2
R2i

2
2 +

1

2
R1(i1 + i2)

2

电路方程为
d

dt

∂L

∂iα
− ∂L

∂eα
+
∂G

∂iα
= 0

即

Lë1 +R1(ė1 + ė2)− E1 + E2 = 0

R1ė1 + (R1 +R2)ė2 +
1

C
e2 − E1 = 0
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理论力学作业 12 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

3. 求本章习题 1 牛顿最小阻力体问题中泛函 F [y] 的变分。

（提示：� 不要 copy 某些数学论文或物理书中的泛函，由于未考虑顶端平面，这些泛函表达式
并不正确；� 注意这是可动边界的变分。）

Solution

习题一得到的泛函为：

F [y] = 2πρu2[r2 +

∫ R

r

2x

1 + y′2
dx]

该泛函对应的变分是边界有约束的可动边界变分，（可以直接套用老师讲义中 23、24
页关于有约束的可动边界变分的公式，这里再进行一次推导）。令 L(x, y′) = 2x

1+y′2

变分：

δF = 2πρu2
[
2rδr + δ

∫ R

r

L(x, y′)dx

]
对积分项变分：

δ

∫ R

r

L(x, y′)dx =

∫ R

r

δLdx−
∫ r+δr

r

Ldx

= −L(r)δr +
∫ R

r

(
∂L

∂y
δy +

∂L

∂y′
δy′
)
dx

= −L(r)δr +
∫ R

r

∂L

∂y′
δy′dx

对第二项分部积分：∫ R

r

∂L

∂y′
δy′dx =

[
∂L

∂y′
δy

]x=R
x=r

−
∫ R

r

d

dx

(
∂L

∂y′

)
δydx

边界有约束的可动边界的边界条件：

• x = R：y(R) = 0 固定 ⇒ δy(R) = 0

• x = r：y(r) = (y + δy)(r + δr) = y(r + δr) + δy(r) = y(r) + y′(r)δr + δy(r)，

得 δy = −y′(r)δr
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Solution

边界项： [
∂L

∂y′
δy

]R
r

= 0− ∂L

∂y′
(r) · [−y′(r)δr] = y′(r)

∂L

∂y′
(r)δr

合并 δr 项：

2rδr − L(r)δr + y′(r)
∂L

∂y′
(r)δr =

[
2r − L(r) + y′(r)

∂L

∂y′
(r)

]
δr

代入 L(x) =
2x

1 + y′2
，
∂L

∂y′
=

−4xy′

(1 + y′2)2
，

d

dx

(
−4xy′

(1 + y′2)2

)
=

−4y′

(1 + y′2)2
− 4xy′′

1− 3y′2

(1 + y′2)3
：

最终变分表达式

δF [y] = 2πρu2
[(

2r − 2r

1 + y′2
− 4r(y′)2

(1 + y′2)2

)
δr −

∫ R

r

d

dx

(
−4xy′

(1 + y′2)2

)
δydx

]
若使用的坐标系与恰好相反，即交换 x,y，y(0)=r, 则得到的泛函为：

F [y] = 2πρu2[r2 +

∫ L

0

2yy′3

1 + y′2
dx]

其变分为固定边界但边界函数值不固定的泛函的变分，记 L = 2yy′3

1+y′2
：

δF [y] = 2πρu2[2rδr +
∂L

∂y′
δy|L0 +

∫ L

0

(
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
)δydx]

= 2πρu2
[
2rδr − 2yy′2(3 + y′2)

(1 + y′2)2
|x=0δr +

∫ L

0

(
2y′3

1 + y′2
− d

dx

2yy′2(3 + y′2)

(1 + y′2)2

)
δydx

]
= 2πρu2

[
2rδr − 2ry′2(0)(3 + y′2(0))

(1 + y′2(0))2
δr +

∫ L

0

(
− 4y′3

(1 + y′2)2
− 4y′(3− y′2)

(1 + y′2)3
yy′′
)
δydx

]

4. 一条固定长度的封闭曲线，在平面上能圈出最大面积时的形状是圆形。
要利用变分法证明这个结论，需要先写出面积 S、周长 L 与曲线形状的关系。设平面

曲线的参数方程是 x = x(t)

y = y(t)
, t ∈ [0, 1]

曲线是封闭的，即

x(0) = x(1), y(0) = y(1)

（1）写出泛函 S[x, y] 和 L[x, y]。

（2）计算变分 δS 和 δL。与前面的同题一样，可以利用分部积分化简你的计算结果。
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Solution

(1)
面积泛函（用格林公式）：

S[x, y] =
1

2

∮
(x dy − y dx) =

1

2

∫ 1

0

(x(t)ẏ(t)− y(t)ẋ(t)) dt

其中 ẋ = dx
dt
, ẏ = dy

dt
。

周长泛函：

L[x, y] =

∮
ds =

∫ 1

0

√
ẋ2 + ẏ2 dt

(2) 这两个泛函均为二宗量泛函，令 FS = 1
2
(xẏ − yẋ)，则：

δS =
1

2

∫ 1

0

[ẏδx+ xδẏ − ẋδy − yδẋ] dt

对含 δẋ, δẏ 的项分部积分 ∫ 1

0

xδẏ dt = [xδy]10 −
∫ 1

0

ẋδy dt∫ 1

0

yδẋ dt = [yδx]10 −
∫ 1

0

ẏδx dt

由于 x(0) = x(1),y(0) = y(1)，边界项为零：

[xδy]10 = x(1)δy(1)− x(0)δy(0) = 0, [yδx]10 = 0

因此

δS =
1

2

∫ 1

0

[ẏδx− ẋδy − ẋδy + ẏδx] dt

=

∫ 1

0

(ẏδx− ẋδy) dt

令 FL =
√
ẋ2 + ẏ2，记 v =

√
ẋ2 + ẏ2，则：

δL =

∫ 1

0

[
∂FL
∂ẋ

δẋ+
∂FL
∂ẏ

δẏ

]
dt =

∫ 1

0

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
δẋ+

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

δẏ

)
dt

对两项分别进行分部积分：

∫ 1

0

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

δẋ dt =

[
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
δx

]1
0

−
∫ 1

0

d

dt

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2

)
δx dt
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Solution ∫ 1

0

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

δẏ dt =

[
ẏ√

ẋ2 + ẏ2
δy

]1
0

−
∫ 1

0

d

dt

(
ẏ√

ẋ2 + ẏ2

)
δy dt

由于 x(0) = x(1),y(0) = y(1)，边界项为零：

故：

δL = −
∫ 1

0

[
d

dt

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2

)
δx+

d

dt

(
ẏ√

ẋ2 + ẏ2

)
δy

]
dt

=

∫ 1

0

[
ẏ(ẋÿ − ẏẍ)δx+ ẋ(ẏẍ− ẋÿ)δy

(ẋ2 + ẏ2)3/2

]
dt

5. 伽利略、欧拉和牛顿等多位科学家曾设想过一种重力隧道：把地球表面的地点 A 和

B，通过细长的地下通道相连。在通道中铺上铁轨。设列车在铁轨上无摩擦地运动，则在重力

作用下，列车可以从 A 滑行到 B。

（1）列车所需的运行时间 τ 是隧道形状 r(θ) 的泛函，写出表达式

τ [r] =

∫ α

−α
F (r, r′) dθ, r′

def
=
dr

dθ

（2）这里的广义能量积分
E =

∂F

∂r′
r′ − F

是常数。该轨道最低点到地心的距离是 r0，确定常数 E。

（3）利用广义能量积分解出 dr/dθ，然后代入 τ [r] 的表达式以消去 θ 变量，积分求出列

车所需的总运行时间 τ(r0)。所需积分公式可在数学手册中查找。

（4）利用 dr/dθ 表达式，积分求出 θ(r)。

（5）利用 θ(r) 求出 A、B 两点在地球表面的距离 s，给出列车耗时 τ(s)。
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Solution
1.
设地球半径 R，质量 M，对应重力势能（地表为零点）

U(r) = −
∫ r

R

−GMm

r2
dr =

GMm

2R3
(R2 − r2).

由能量守恒（从地表静止释放）

1

2
mv2 + U(r) = 0 ⇒ v2 =

GM

R3
(R2 − r2).

速度 v =
ds

dt
，弧长 ds =

√
r2 + r′2 dθ。

所以运行时间

τ [r] =

∫
dt =

∫
ds

v
=

√
R3

GM

∫ α

−α

√
r2 + r′2√
R2 − r2

dθ.

2.
令

F (r, r′) =

√
R3

GM

√
r2 + r′2

R2 − r2
.

因为 F 不显含 θ，由 Beltrami identity

E =
∂F

∂r′
r′ − F =常数.

计算
∂F

∂r′
=

√
R3

GM

1√
R2 − r2

· r′√
r2 + r′2

.

所以

E =

√
R3

GM

r′2√
R2 − r2

√
r2 + r′2

−
√

R3

GM

√
r2 + r′2√
R2 − r2

= −
√

R3

GM

r2√
R2 − r2

√
r2 + r′2

.

在最低点 r = r0，r
′ = 0，代入得

E = −
√

R3

GM

r0√
R2 − r20

.

3.
由 E 的表达式

−
√

R3

GM

r2√
R2 − r2

√
r2 + r′2

= −
√

R3

GM

r0√
R2 − r20

.
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Solution

解得

r′2 =
r4(R2 − r20)

r20(R
2 − r2)

− r2 =
R2r2(r2 − r20)

r20(R
2 − r2)

故

dr

dθ
= r′ =

Rr
√
r2 − r20

r0
√
R2 − r2

代入 τ [r]

τ(r) =

√
R3

GM

∫ α

−α

√
r2 + r′2√
R2 − r2

dθ =

√
R3

GM

∫ α

−α

r2
√
R2 − r20

r0(R2 − r2)
dθ.

又 dθ =
dr

r′
=

r0
√
R2 − r2

Rr
√
r2 − r20

dr

τ(r0) =

√
R3

GM
· 2
∫ R

r0

r2
√
R2 − r20

r0(R2 − r2)
· r0

√
R2 − r2

Rr
√
r2 − r20

dr

= 2

√
R(R2 − r20)

GM

∫ R

r0

r
√
R2 − r2

√
r2 − r20

dr

由于
∫ R
r0

r
√
R2 − r2

√
r2 − r20

dr =
π

2
，故

τ(r0) = π

√
R(R2 − r20)

GM

4.
由第三问得：

dr

dθ
= r′ =

Rr
√
r2 − r20

r0
√
R2 − r2

解微分方程得：

θ(r) = arctan

√R2 − r20
r0

√
r2 − r20
R2 − r2

− r0
R

arcsin
(√

r2 − r20
R2 − r20

)

5.
地表两点间的大圆弧距离：

s = 2Rα

由第 (4) 问，在 r = R 时，α = θ(R)，代入 θ(r) 公式：
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Solution

α = −

arctan
√R2 − r20

r0

√
R2 − r20
R2 −R2

− r0
R

arcsin
(√

R2 − r20
R2 − r20

) =
π

2

(
1− r0

R

)
地表距离：

s = 2Rα = πR
(
1− r0

R

)
由第 (3) 问结果：

τ(r0) = π

√
R(R2 − r20)

GM

将 r0 = R
(
1− s

πR

)
代入：

τ(s) =

√
R

GM

√
2πRs− s2
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理论力学作业 14 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

第 10-13 题选做其二，第 14 题必做：
10.
考虑 xy-平面上的两个固定点 A、B，用一条曲线 y = y(x) 连接两点，然后将曲线绕 x

轴旋转一周得到旋转曲面。

1. 写出旋转曲面的面积 S[y]，求面积最小的形状。

2. δS[y] = 0 确定的极值曲面，默认了母线 y(x) 不是多值函数且没有角点，这有可能导致

漏解。如果母线在两端有一段是垂直于对称轴（这时母线是多值函数）线段，那么极小

曲面的形状是什么样的？

Solution

旋转曲面的面积表达式为：

S[y] = 2π

∫ x2

x1

y(x)
√

1 + (y′)2 dx, y′ =
dy

dx
.

设被积函数为：

F (y, y′) = y
√
1 + (y′)2.

对应的 Euler–Lagrange 方程为：

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0

34



Solution

√
1 + (y′)2 − d

dx

[
yy′√

1 + (y′)2

]
= 0

方程较为复杂，考虑用广义能量化简问题。由于 F 不显含 x，故广义能量守恒：

y′
∂F

∂y′
− F = C,

代入 F 及其偏导，解得：

− y√
1 + (y′)2

= C

即：

(y′)2 =
y2

C2
− 1

dy√
y2

C2 − 1
= ±dx.

令 y = C cosh t，则 dy = C sinh t dt，(± 号融入常数 C 中)，代入得：

C sinh t dt
sinh t = C dt = dx ⇒ x = Ct+ a.

y = C cosh
(
x− a

C

)
.

因此面积最小的旋转曲面形状为悬链面，其母线为悬链线，式中常数由固定端点决定。

2、
若考虑母线在左端即 x = x1 处垂直于对称轴且 y(x1)从 y1 到 y3，母线在右端即 x = x2

处垂直于对称轴且 y(x2) 从 y2 到 y4，连接左右端的曲线从 (x1, y3) 到 (x2, y4) 相连，则

面积泛函为：

S[y] = π(y21 − y23) + π(y22 − y24) + 2π

∫ x2

x1

y
√

1 + (y′)2 dx

由边界函数值不固定的变分得：

δS = −2πy3δy3 − 2πy4δy4 +
∂F

∂y′
δy
∣∣∣x2
x1

+

∫ x2

x1

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
)δydx = 0

从而有边界条件：

2πy3 +
∂F

∂y′

∣∣∣
x=x1

= 0

2πy4 +
∂F

∂y′

∣∣∣
x=x2

= 0
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Solution

和欧拉方程
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0

由边界条件方程解得 y3 = y4 = 0，而欧拉方程的解我们知道是悬链线。

但是在这种情形下，旋转曲面形状在左右端点均为垂直于对称轴的圆盘，所以显然连

接左右端点的中间部分应当为 y = 0 面积最小（让我们重新审视欧拉方程，y = 0 确实

为其解，这是因为我们解得悬链线时默认了广义能量不为零）。

综上，当我们考虑母线两端均有一段垂直于对称轴时，极值曲面” 塌缩” 为两个分立
的圆盘，只需将两个圆盘的面积和悬链线围出的面积比较即可得到全局最小曲面。

11.
英国物理学家 P.A.M. Dirac 预言的磁单极子（monopole），带有磁荷（magnetic charge）

g = n
hc

2e
, n ∈ Z

可以用超导线圈探测磁单极子。由于超导线圈完全抗磁，磁单极子穿过超导线圈后，线

圈中会留下永久电流；磁单极子从线圈外穿过，则不会产生稳定的电流。通常使用量子超导

干涉仪（SQUID）来检测超导线圈中的微小电流。
环形超导线圈抗干扰能力弱，环境磁场的扰动（扰动后稳定较长时间）同样能在线圈中

产生电流，产生虚假信号。IBM 改进后的超导线圈，形状为对称“8”字形，环境磁场的均匀
改变，在线圈的两个区域内磁通相反，不会引起线圈中的电流变化。

线圈必须放在装有液氮的管中以保持低温。管道越长，耗电越多。为了节省长期运行费

用，我们需要用最短的管子围出最大的面积。请设计“8”字形管的最佳形状。
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Solution

以图形的中心为原点建立直角坐标系，由于对称性我们只需考虑第一象限。曲线分为

两段，一段为 x=0 处垂直于 x 轴的垂线并记最高点为 y(0) = y0，一段则为弧线并记

y(x2) = 0。

设管子长度恒定，注意管子中间部分被左右两侧共用，故记 y0
2
+ s = L 为常数，其中

L 为总长度的四分之一，s =
∫ x2
0

√
1 + y′2dx 为第一象限圆弧长度。

第一象限的面积泛函为：

S[y] =

∫ x2

0

ydx

定义拓展泛函为：

Ψ = S + λL =
λy0
2

+

∫ x2

0

(y + λ
√

1 + y′2)dx

记 F = y+ λ
√

1 + y′2，对拓展泛函进行变分，应注意右端边界 x2 不固定，变分为边界

有约束的可动边界变分：

δΨ =
λδy0
2

+

[
(F − y′

∂F

∂y′
)∆x+

∂F

∂y′
∆y

] ∣∣∣x2
0

+

∫ x2

0

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
)δydx = 0

即

δΨ =
λδy0
2

+ (F − y′
∂F

∂y′
)
∣∣∣
x2
∆x2 −

∂F

∂y′

∣∣∣
x=0

δy0 +

∫ x2

0

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
)δydx = 0

我们得到如下方程：

在 x=0 处，
λ

2
− ∂F

∂y′

∣∣∣
x=0

= 0

代入 ∂F
∂y′

= λy′√
1+y′2
，得

y′(0) =
1√
3

在 x = x2 处，

(F − y′
∂F

∂y′
)
∣∣∣
x2

= 0

即 λ√
1+y′2

= 0，因此我们取

y′|x2 = −∞

表明在 x2 处曲线垂直于 x 轴。
由欧拉-拉格朗日方程：

1− d

dx

[
λ

y′√
1 + y′2

]
= 0
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Solution

故

λ
y′√

1 + y′2
= x+ C

由于我们在上面解得 y′(0) = 1√
3
，代入得 C = −λ

2
令：

u = x− λ

2
, k =

1

λ

则 (2) 式化为：
y′√

1 + y′2
= ku

两边平方：
y′2

1 + y′2
= k2u2

y′2 =
k2u2

1− k2u2

由于曲线下降，取负号：

y′ = − ku√
1− k2u2

积分求 y：

y =

∫
− ku√

1− k2u2
du =

1

k

√
1− k2u2 + a

即：

y =

√
λ2 − (x− λ

2
)2 + a

故弧线为圆弧。代入 x = 0 时 y = y0 和 x = x2 时 y=0 且弧线与 x 轴垂直，得
y0 =

√
3
2
λ, a = 0，所以弧线方程为

(x− y0√
3
)2 + y2 =

4

3
y20

再由管子长度恒定，y0
2
+ s = L，s = 2

3
π · 2√

3
y0，得 y0 =

L
1
2
+ 4π

3
√
3

综上，最佳形状为：y0 =
L

1
2
+ 4π

3
√

3

，弧线为圆弧且圆心位于 ( y0√
3
, 0) 半径为 2√

3
y0

12.
在 1489 年–1490 年，意大利的达芬奇（Leonardo da Vinci）创作了名画《抱银貂的女

子》（Lady with an Ermine）。这期间他思考过一个问题：固定项链的两端，使其在重力的作
用下自然下垂，那么项链所形成的曲线是什么？
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这是悬链线问题。达芬奇未能得到正确的形状，直到约翰·伯努利在 1696 年以此问题向
欧洲的数学家们发起公开挑战。

考虑项链上串着一个坠子的情形：均匀链子上穿着一个小重物，重物可在绳子上自由滑

动。固定链子的两端，求此悬链形状满足的方程和边界条件。

Solution

本题为有约束的、有角点的泛函问题：

链子势能：

Uchain = ρg

∫ x2

x1

y
√

1 + (y′)2 dx

设重物 m 位于 x = c 处重物势能：

Umass = mg y(c)

总势能泛函：

U [y] = ρg

∫ x2

x1

y
√
1 + (y′)2 dx+mg y(c)

约束条件（链长固定）： ∫ x2

x1

√
1 + (y′)2 dx = L

引入拉格朗日乘子 λ，构造泛函：

J [y] =

∫ x2

x1

[
ρgy
√

1 + (y′)2 + λ
√

1 + (y′)2
]
dx+mg y(c)

记：

F (y, y′) = (ρgy + λ)
√

1 + (y′)2

故泛函变分为（注意角点 x=c，参考讲义关于带角点泛函的变分）：

δJ [y] = −
(
F − y′

∂F

∂y′

) ∣∣∣∣c+
c−
∆c+ (−∂F

∂y′

∣∣∣∣c+
c−

+mg)∆y(c) +

∫ c

x1

{
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

}
δy(x) dx

+

∫ x2

c

{
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

}
δy(x) dx

由此我们得到分段的欧拉方程，以及在点 x=c 处致极曲线满足的 Weierstrass-Erdmann
角点条件：

∂F

∂y′

∣∣∣∣
c+

− ∂F

∂y′

∣∣∣∣
c−

= mg(
F − y′

∂F

∂y′

) ∣∣∣∣
c−

=

(
F − y′

∂F

∂y′

) ∣∣∣∣
c+
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Solution

代入 F 的形式 F (y, y′) = (ρgy + λ)
√
1 + (y′)2，得

(ρgy + λ)
y′√

1 + (y′)2

∣∣∣∣
c+

− (ρgy + λ)
y′√

1 + (y′)2

∣∣∣∣
c−

= mg

ρgy + λ√
1 + y′2

∣∣∣∣
c−

=
ρgy + λ√
1 + y′2

∣∣∣∣
c+

由于角点 c 两侧的 y 连续，故由第二个角点条件只 y′|c+ = −y′|c− 由于 F 不显含 x，故
广义能量守恒：

y′
∂F

∂y′
− F = − ρgf + λ√

1 + f ′2
= −C

C 为常数，故第一个角点条件可写为：

y′|c+ − y′|c− =
mg

C

故角点两侧的边界条件为

y′|c− =
mg

2C
= −y′|c+

在角点两侧曲线满足欧拉拉格朗日方程，为了简便，我们采用广义能量来解曲线方程：

ρgf + λ√
1 + f ′2

= C

y′ = ±

√(
ρgy + λ

C

)2

− 1

令 u = ρgy + λ，du = ρg dy：

dx = ± dy√
u2

C
− 1

= ± C

ρg

du√
u2 − C2

积分：

x+ c2 = ± C

ρg
ln
(
u+

√
u2 − C2

)
即：

x+ c2 = ± C

ρg
ln
(
ρgy + λ+

√
(ρgy + λ)2 − C2

)
可化为悬链线形式 y = 1

a
cosh(ax+ b) + y0。

综上，角点两侧均为悬链线，角点两侧的边界条件为 y′|c− = mg
2C

= −y′|c+。两条悬链线
共六个未知常数，可通过两个固定端点、长度固定、角点连续、角点两侧的导数这六个

条件决定。
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13. Dido’s Problem
在古希腊传说中，腓尼基城邦泰尔发生叛乱之后，公主狄多与随从逃到北非的突尼斯，向

雅布王请求能用一块牛皮围起来的土地。在得到允诺之后，她把牛皮剪成细绳，沿着海边圈

占一大块土地，建立了迦太基城成为女王。狄多问题是一个可动边界的条件极值问题：

1. x-轴上有两点 A、B（可在轴上变动），连接 AB 两点的曲线为

x = x(t), y = y(t)

如果曲线的长度固定为 l0，欲使曲线和 x-轴所包围的区域面积最大，求曲线形状。

2. 若 |AB| = a 为固定值，求曲线形状。

3. 若面元的价值为 ρ(x, y) dx dy > 0，欲使所围的面积价值最大，求曲线满足的微分方程

和边界条件。

4. 如果下方的边界不是 x-轴，而是曲线 y = φ(x)，求围取最大价值面积的曲线所满足的

微分方程和边界条件。

Solution
1.
取曲线参数化 (x(t), y(t))，t ∈ [t1, t2]，y(t) ≥ 0。

面积（曲线与 x-轴之间）：
S =

∫ t2

t1

y(t) ẋ(t) dt

长度约束：

L =

∫ t2

t1

√
ẋ2 + ẏ2 dt = l0
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Solution

引入拉格朗日乘子 λ，定义泛函：

J [x, y] =

∫ t2

t1

F (t, x, y, ẋ, ẏ) dt

其中

F = yẋ+ λ
√
ẋ2 + ẏ2

对泛函变分得欧拉-拉格朗日方程和自然边界条件：
对宗量 x：

∂F

∂x
− d

dt

∂F

∂ẋ
= 0

所以：

− d

dt

[
y + λ

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

]
= 0

y + λ
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
= C1 (常数)

对宗量 y：
∂F

∂y
− d

dt

∂F

∂ẏ
= 0

所以：

ẋ− d

dt

[
λ

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

]
= 0

端点 A,B 在 x-轴上可动 (因此有自然边界条件)，即：

• y(t1) = 0，y(t2) = 0（固定）

• x(t1), x(t2) 自由

对 x 的自然边界条件：
∂F

∂ẋ

∣∣∣∣
t1,t2

= 0

在端点 y = 0，得：

λ
ẋ√

ẋ2 + ẏ2

∣∣∣∣
t1,t2

= 0

若 λ ̸= 0，则：

ẋ(t1) = 0, ẋ(t2) = 0

即曲线在端点处切线垂直（平行于 y-轴）。
下面求解方程。为简便计算，我们取弧长参数 s，则：
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Solution

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

= cos θ(s), ẏ√
ẋ2 + ẏ2

= sin θ(s)

欧拉-拉格朗日方程化为：
y + λ cos θ = C1

cos θ − d

ds
(λ sin θ) = 0

故：

cos θ − λ cos θ · θ′ = 0

1− λθ′ = 0 ⇒ θ′ =
1

λ
(常数)

曲率恒定，故为圆弧。又上面我们根据自然边界条件解得曲线在端点处与 x 轴垂直，
故曲线为半圆。

2.
若 |AB| = a 为固定值，与 (1) 问中相同，只不过端点处 x 也固定，自然边界条件消
失，但曲线满足相同的微分方程。

因此曲线形状为圆弧。

3.
面积泛函获得权重 ρ(x, y)，故与 (1) 中类似：

S =

∫ t2

t1

ρ(x, y)y(t) ẋ(t) dt

长度约束：

L =

∫ t2

t1

√
ẋ2 + ẏ2 dt = l0

引入拉格朗日乘子 λ，定义泛函：

J [x, y] =

∫ t2

t1

F (t, x, y, ẋ, ẏ) dt

其中

F = ρ(x, y)yẋ+ λ
√
ẋ2 + ẏ2

容易解得自然边界条件与 (1) 中相同：

ẋ(t1) = 0, ẋ(t2) = 0

即曲线在端点处切线垂直（平行于 y-轴）。
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Solution

欧拉-拉格朗日方程则为：
∂F

∂x
− d

dt

∂F

∂ẋ
= 0

∂F

∂y
− d

dt

∂F

∂ẏ
= 0

即

ρxyẋ−
d

dt

[
ρy + λ

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

]
= 0

(ρ+ ρyy)ẋ−
d

dt

[
λ

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

]
= 0

边界条件为: ẋ(t1) = 0, ẋ(t2) = 0, y(t1) = 0, y(t2) = 0

4.
下方的边界不是 x 轴，而是曲线 y = φ(x)，则面积泛函变为：

S =

∫ t2

t1

ρ(x, y)(y − φ(x)) ẋ(t) dt

引入拉格朗日乘子 λ 后的泛函：

J [x, y] =

∫ t2

t1

F (t, x, y, ẋ, ẏ) dt

其中

F = ρ(x, y)(y − φ(x))ẋ+ λ
√
ẋ2 + ẏ2

对 x 的自然边界条件 ∂F
∂ẋ

∣∣∣
t1,t2

= 0 得：

ρ(y − φ(x))
λẋ√
ẋ2 + ẏ2

∣∣∣
t1,t2

= 0

由于端点处 y = φ(x)，故边界条件仍为：

ẋ(t1) = 0, ẋ(t2) = 0, y(t1) = φ(x(t1)), y(t2) = φ(x(t2))

欧拉-拉格朗日方程则为：

ρx[y − φ(x)]ẋ− ρφ′(x)ẋ− d

dt

[
ρ[y − φ(x)] + λ

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

]
= 0

ρy[y − φ(x)]ẋ+ ρẋ− d

dt

[
λ

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

]
= 0
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14.
对第二章直立滚轮的例子，如果取扩展拉氏函数

Lext =
1

2
M(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
I1φ̇

2 +
1

2
I2θ̇

2 + λ1(t)(ẋ−R sin θφ̇) + λ2(t)(ẏ +R cos θφ̇)

则得到的欧拉–拉格朗日方程会多出哪些非物理项？

Solution

考虑扩展拉格朗日函数：

Lext =
1

2
M(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
I1φ̇

2 +
1

2
I2θ̇

2 + λ1(t)(ẋ−R sin θφ̇) + λ2(t)(ẏ +R cos θφ̇)

欧拉-拉格朗日方程为：
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0

对广义坐标 x

Mẍ = −λ̇1(t)

对广义坐标 y

Mÿ = −λ̇2(t)

对广义坐标 φ

I1φ̈− λ̇1(t)R sin θ − λ1(t)R cos θ θ̇ + λ̇2(t)R cos θ − λ2(t)R sin θ θ̇ = 0

对广义坐标 θ

I2θ̈ + λ1(t)R cos θ φ̇− λ2(t)R sin θ φ̇ = 0

由前两个方程知 −λ̇1 和 −λ̇2 分别对应的是在 x、y 方向的约束力。
第三、四个方程 I1φ̈ 这样的形式，应为角动量变化率与力矩对应的方程，第三个方程

中的 λ̇1(t)R sin θ 和 λ̇2(t)R cos θ 对应的为约束力力矩，是物理的。而 λ1(t)R cos θ θ̇ 和
λ2(t)R sin θ θ̇ 含有 θ̇，这不应该在力矩中出现，故为非物理项。

同理第四个方程中，λ1(t)R cos θ φ̇ 和 λ2(t)R sin θ φ̇ 是非物理项。
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理论力学作业 16 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

20.
取地表向东方向为 x 轴正向，地表向北为 y 轴，垂直地表向上为 z 轴（ENU 坐标）。地

球自转角速度沿着北极方向，在 ENU 坐标中的分量是

ω⃗ = (0, ω0 cos θ0, ω0 sin θ0)

其中 θ0 是坐标原点附近的纬度。

在重力作用下，落体运动的拉氏函数应该写成

L(t, ˙⃗x) =
1

2
m ˙⃗x2 +m ˙⃗x · (ω⃗ × x⃗)−mgz

(1) 设广义能量为 E。用等能条件求出 dt 与弧长 |dx⃗| 的关系。
(2) 用上述关系，化简哈密顿形式的莫培督原理中的约化作用量

W [x, y] =

∫ B

A

p⃗ · dx⃗ =

∫ z2

z1

Leff

(
z, x(z), y(z),

dx

dz
,
dy

dz

)
dz

其中的泛函宗量取成轨迹

x = x(z), y = y(z)

给出 Leff 的表达式。

提示：阅读讲稿中的推导过程，注意 pa = ∂L/∂q̇a，pa ̸= ∂T/∂q̇a。

(3) 讨论物体在高处静止下落的情形，ω0 和 x, dx
dz
, y, dy

dz
均为一阶小量。在拉格朗日函数

Leff 中只需保留到二阶小量，写出 Leff 的二阶近似表达式。
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(4) 根据 (3) 的近似拉氏函数，写出落体的轨道方程。
(5) 设开始时质点静止于坐标原点，

x(z = 0) = 0, y(z = 0) = 0, E = 0

其中 E 是广义能量。求下落高度 h 之后（z = −h），偏东的距离 x(−h)。

Solution

1. 由于拉氏量里不显含时间 t，故广义能量 E 守恒

E =
∂L

∂ ˙⃗x
· ˙⃗x− L

= m ˙⃗x2 +m ˙⃗x · (ω⃗ × x⃗)

−
[
1

2
m ˙⃗x2 +m ˙⃗x · (ω⃗ × x⃗)−mgz

]
=

1

2
m ˙⃗x2 +mgz

即机械能（动能 + 重力势能）是运动常数。
等能条件：

1

2
m
|dx⃗|2

dt2
+mgz = E

故

dt =
|dx⃗|√

2
m
(E −mgz)

2. 哈密顿形式的莫培督原理（等能路径）的约化作用量：

W =

∫ B

A

p⃗ · dx⃗

其中 p⃗ =
∂L

∂ ˙⃗x
= m ˙⃗x+m(ω⃗ × x⃗)。

用 z 作自变量（由于我们通常考察下落情形即 dz<0，故开根号时会产生负号），|dx⃗| =
−
√

1 + (x′)2 + (y′)2 dz, 其中 x′ =
dx

dz
, y′ = dy

dz
。等能关系化为：

dt = −
√

1 + (x′)2 + (y′)2 dz√
2
m
(E −mgz)

由于 ω⃗ = (0, ω0 cos θ0, ω0 sin θ0)，动量分量为：
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Solution

px = mẋ+mω0(cos θ0 z − sin θ0 y)

py = mẏ +mω0 sin θ0 x

pz = mż −mω0 cos θ0 x

约化作用量：

W =

∫ [
pxdx+ pydy + pzdz

]
=

∫ z2

z1

[pxx
′ + pyy

′ + pz] dz

又 ˙⃗x = dx⃗
dz

dz
dt

= (x′, y′, 1)dz
dt
，有效拉格朗日量为：

Leff = pxx
′ + pyy

′ + pz

= (mẋ+mω0(cos θ0 z − sin θ0 y)) x′ + (mẏ +mω0 sin θ0 x) y′ + (mż −mω0 cos θ0 x)

= m(x′2 + y′2 + 1)
dz

dt
+mω0 (cos θ0 zx′ − sin θ0 yx′ + sin θ0xy′ − cos θ0x)

= −
√

2m(E −mgz)(1 + x′2 + y′2) +mω0 (cos θ0 zx′ − sin θ0 yx′ + sin θ0xy′ − cos θ0x)

3. 设 ω0 和 x, x′, y, y′ 均为一阶小量，保留到二阶小量。

根式部分展开：√
2m(E −mgz)(1 + x′2 + y′2) ≈

√
2m(E −mgz)

(
1 +

1

2
(x′2 + y′2)

)
Leff 中的旋转部分有二阶项和三阶项，略去三阶项，即：

mω0 (cos θ0 zx′ − sin θ0 yx′ + sin θ0xy′ − cos θ0xz′) ≈ mω0 cos θ0(x′z − x)

因此 Leff 二阶近似为：

L
(2)
eff = −

√
2m(E −mgz)

(
1 +

1

2
(x′2 + y′2)

)
+mω0 cos θ0(x′z − x)

4. 从近似拉格朗日量 L
(2)
eff 出发，定义 A(z) =

√
2m(E −mgz)。

对 x 的欧拉-拉格朗日方程：
d

dz

(
∂L

(2)
eff

∂x′

)
=
∂L

(2)
eff

∂x

计算导数：
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Solution

∂L
(2)
eff

∂x′
= −A(z)x′ +mω0 cos θ0z

∂L
(2)
eff

∂x
= −mω0 cos θ0

得到 x 方程：
d

dz
[−A(z)x′ +mω0 cos θ0z] = −mω0 cos θ0

对 y 的欧拉-拉格朗日方程：
d

dz

(
∂L

(2)
eff

∂y′

)
=
∂L

(2)
eff

∂y

计算导数：

∂L
(2)
eff

∂y′
= −A(z)y′

∂L
(2)
eff

∂y
= 0

得到 y 方程：
d

dz
[A(z)y′] = 0

5. 初始条件：x(0) = 0, y(0) = 0, E = 0。

由 E = 0 得 A(z) =
√

−2m2gz（z < 0）。

x 对应的欧拉-拉格朗日方程：

d

dz
[−A(z)x′ +mω0 cos θ0z] = −mω0 cos θ0

化为：

− d

dz

√
−2m2gzx′ = −2mω0 cos θ0

积分一次： √
−2m2gzx′ = 2mω0 cos θ0z + C

由初始条件 z = 0，得 C = 0，所以：√
−2m2gzx′ = 2mω0 cos θ0z

x′ =
dx

dz
= −ω0 cos θ0

√
−2z

g
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Solution

积分得：

x(−h) = −ω0 cos θ0
∫ −h

0

√
−2z

g
dz

=
2
√
2

3
ω0 cos θ0

h3/2
√
g

21.
均匀弹簧固定在天花板上，弹簧下悬一重物。只考虑垂直方向的运动，记

弹簧的偏移为

ψ(x, t), x ∈ [0, a]

重物的坐标是

ψ(a, t) + a

设弹簧线密度为 ρ，单位长度的弹性系数为 E，重物质量是 m。

(1) 写出作用量 S[ψ]。

(2) 利用哈密顿原理求出拉格朗日方程和自然边界条件。
(3)所得的自然边界条件，即重物的运动方程。这个自然边界条件是否与牛顿第二定律一

致？

Solution

1. 系统的动能包括弹簧动能和重物动能：

T =
1

2

∫ a

0

ρ

(
∂ψ

∂t

)2

dx +
1

2
m

(
∂ψ(a, t)

∂t

)2

势能包括弹簧弹性势能和重物重力势能）：

U =
1

2

∫ a

0

E

(
∂ψ

∂x

)2

dx − mg (ψ(a, t) + a)

于是作用量为：

S[ψ] =

∫ t2

t1

[T − U ] dt

即

S[ψ] =

∫ t2

t1

{
1

2

∫ a

0

ρ(∂tψ)
2 − E(∂xψ)

2 dx+
1

2
m(∂tψ(a, t))

2 +mg (ψ(a, t) + a)

}
dt
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Solution

2. 记
L =

1

2

(
ρ(∂tψ)

2 − E(∂xψ)
2
)

S1 =

∫ t2

t1

{
1

2

∫ a

0

ρ(∂tψ)
2 − E(∂xψ)

2 dx

}
dt

S2 =

∫ t2

t1

{
1

2
m(∂tψ(a, t))

2 +mg (ψ(a, t) + a)

}
dt

则作用量变分为：

δS1 =

(∫ t2

t1

∂L
∂(∂xL)

δψdt

) ∣∣∣x=a
x=0

+

∫∫
dtdxδψ

(
∂L
∂ψ

− ∂

∂t

∂L
∂(∂tψ)

− ∂

∂x

∂L
∂(∂xψ)

)
计算各偏导数：

∂L
∂ψ

= 0,
∂L

∂(∂tψ)
= ρ∂tψ,

∂L
∂(∂xψ)

= −E∂xψ

代入得：

δS1 =

(∫ t2

t1

(−E∂xψ)δψ dt
) ∣∣∣∣x=a

x=0

+

∫∫
dt dx δψ

(
0− ∂

∂t
(ρ∂tψ)−

∂

∂x
(−E∂xψ)

)

δS1 = −
∫ t2

t1

E∂xψ(a, t)δψ(a, t) dt+

∫∫
dt dx δψ

(
−ρ∂2t ψ + E∂2xψ

)
现在计算 δS2：

δS2 =

∫ t2

t1

[m∂tψ(a, t) δ(∂tψ(a, t)) +mg δψ(a, t)] dt

对时间项分部积分：∫ t2

t1

m∂tψ(a, t) δ(∂tψ(a, t)) dt = −
∫ t2

t1

m∂2t ψ(a, t) δψ(a, t) dt

所以：

δS2 =

∫ t2

t1

[
−m∂2t ψ(a, t) +mg

]
δψ(a, t) dt

总变分 δS = δS1 + δS2：

δS =

∫∫
dt dx δψ

(
−ρ∂2t ψ + E∂2xψ

)
+

∫ t2

t1

[
−E∂xψ(a, t)−m∂2t ψ(a, t) +mg

]
δψ(a, t) dt

由 δS = 0 得：

拉格朗日方程（0 < x < a）：

ρ∂2t ψ − E∂2xψ = 0
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Solution

边界条件：

x = 0 : ψ(0, t) = 0 （固定端）

x = a : E∂xψ(a, t) +m∂2t ψ(a, t)−mg = 0 （自然边界条件）

3. 自然边界条件：
m∂2t ψ(a, t) = −E∂xψ(a, t) +mg

即

ma = Felastic + Fgravity

与牛顿第二定律一致

22.
考虑例题中的一维弹性棒，假设棒的两端是自由的。

(1) 求驻波解 un(x) 和自然频率 ωn。

(2) 已知初始条件 ψ(x, t = 0) = η(x)

(∂tψ)|t=0 = ξ(x)

求 ψ(x, t)。

Solution

1. 例题中一维棒所满足的拉格朗日方程和边界条件分别为：

ρ
∂2ψ

∂t2
− E

∂2ψ

∂x2
= 0

∂ψ

∂x
|x=0 = 0,

∂ψ

∂x
|x=l = 0

分离变量，设

ψ(x, t) = u(x)q(t)

代入拉格朗日方程得：

ρu(x)q̈(t)− Eq(t)u′′(x) = 0

整理得：
q̈(t)

q(t)
=
E

ρ

u′′(x)

u(x)

令上式等于常数 −ω2，得到两个常微分方程：
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Solution

q̈(t) + ω2q(t) = 0

u′′(x) +
ρ

E
ω2u(x) = 0

令 k2 = ρ
E
ω2，则空间方程为：

u′′(x) + k2u(x) = 0

通解为：

u(x) = A cos kx+B sin kx

代入边界条件：

u′(0) = −Ak sin 0 + Bk cos 0 = Bk = 0 ⇒ B = 0

u′(l) = −Ak sin kl = 0 ⇒ sin kl = 0

所以：

kl = nπ, n = 0, 1, 2, . . .

即自然频率 ωn 为：

kn =
nπ

l
, ωn =

√
E

ρ
kn =

nπ

l

√
E

ρ

相应的本征函数（即驻波解）为：

un(x) = An cos
(nπx

l

)
, n = 1, 2, . . .

时间部分的解为：

qn(t) = Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)

驻波解还可以为常数 u0，此时 ω = 0，对应的时间部分为 q0 = a+ bt

因此通解为：

ψ(x, t) = a+ bt+
∞∑
n=1

[Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)] cos
(nπx

l

)
2.
已知初始条件：

ψ(x, 0) = η(x),
∂ψ

∂t
(x, 0) = ξ(x)

通解形式为：

ψ(x, t) = a+ bt+
∞∑
n=1

[Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)] cos
(nπx

l

)
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Solution

其中 ωn = nπ
l

√
E
ρ
。

代入初始条件确定系数：

在 t = 0 时：

ψ(x, 0) = a+
∞∑
n=1

Cn cos
(nπx

l

)
= η(x)

利用正交性：

a =
1

l

∫ l

0

η(x)dx, Cn =
2

l

∫ l

0

η(x) cos
(nπx

l

)
dx

对时间求偏导：

∂ψ

∂t
(x, t) = b+

∞∑
n=1

[−ωnCn sin(ωnt) + ωnDn cos(ωnt)] cos
(nπx

l

)
在 t = 0 时：

∂ψ

∂t
(x, 0) = b+

∞∑
n=1

ωnDn cos
(nπx

l

)
= ξ(x)

利用正交性：

b =
1

l

∫ l

0

ξ(x)dx, Dn =
2

lωn

∫ l

0

ξ(x) cos
(nπx

l

)
dx

因此最终解为：

ψ(x, t) = a+ bt+
∞∑
n=1

[Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)] cos
(nπx

l

)
其中系数：

a =
1

l

∫ l

0

η(x)dx, b =
1

l

∫ l

0

ξ(x)dx,

Cn =
2

l

∫ l

0

η(x) cos
(nπx

l

)
dx, Dn =

2

lωn

∫ l

0

ξ(x) cos
(nπx

l

)
dx
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理论力学作业 18 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

5. 粒子在均匀引力场中自由下落，拉氏函数为

L =
1

2
mẋ2 +mgx

(1) 设初位移为 x0，初速度为 v0，求 x(t)。

(2) 反解出 x0 = A(t, x, ẋ)，v0 = B(t, x, ẋ)。

(3) 力学量 A(t, x, ẋ) 必然是守恒量，求对应的准对称变换。

(4) 求力学量 B(t, x, ẋ) 对应的准对称变换。

Solution

(1).
粒子在均匀引力场中自由下落，拉氏函数为

L =
1

2
mẋ2 +mgx

欧拉-拉格朗日方程：
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0

ẍ = g

积分得：

x(t) =
1

2
gt2 + v0t+ x0

(2).
由运动解：

x =
1

2
gt2 + v0t+ x0

ẋ = gt+ v0

由第二式得：

v0 = B(t, x, ẋ) = ẋ− gt
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Solution

代入第一式：

x0 = A(t, x, ẋ) = x− ẋt+
1

2
gt2

(3).
A = x− ẋt+ 1

2
gt2 是守恒量，这个守恒量对应着力，故其应由 Boost 变换产生。

猜测其对应的准对称变换为：

t′ = t, x′ = x+ at

其中 a,b 为无穷小量，代入诺特定理，

L′ =
1

2
m(ẋ+ a)2 +mg(x+ at) = L+maẋ+mgat+O(a2)

即
dφ

dt
= maẋ+mgat，

∆φ = max+
1

2
mgat2

守恒量为：

p∆x−∆φ = mẋ(at+ b)−max− 1

2
mgat2

= −am(x− ẋt+
1

2
gt2)

因此对应的准对称变换为 t′ = t, x′ = x+ at

(4).
B = ẋ− gt 是守恒量，对应动量定理，故对应的准对称变换应为空间平移。

设对应的准对称变换为：

t′ = t, x′ = x+ a

根据诺特定理，

L′ =
1

2
mẋ2 +mg(x+ a) = L+mga

故 dφ
dt

= mga，得

φ = mgat

守恒量为：

p∆x−∆φ = mẋa−mgat

即守恒量为 ẋ− gt，对应的准对称变换为 t′ = t, x′ = x+ a

此题选做，不计入成绩：
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6. 试用最小作用量原理和伽利略协变性，推导牛顿三定律（Newton’s Three Laws of
Motion）：

• Newton’s First Law of Motion (Law of Inertia) Every body continues in its state
of rest, or of uniform motion in a straight line, unless it is compelled to change that state
by forces impressed upon it.

• Newton’s Second Law of Motion The acceleration produced by a particular force
acting on a body is directly proportional to the magnitude of the force and inversely
proportional to the mass of the body.

• Newton’s Third Law of Motion To every action there is always opposed an equal
reaction; or, the mutual actions of two bodies upon each other are always equal, and
directed to contrary parts. - translated from the ”Principia”

提示：

讲义中的推论可以直接引用。

惯性定律可以利用单个质点的拉氏函数推得。

为了证明第二定律，可以利用质点组的拉氏函数

L =
N∑
a=1

1

2
maẋ

2
a − V (x⃗1, · · · , x⃗N)

第三定律是关于两体相互作用用的论断，你需要取 N = 2 个质点组成的封闭体系讨论。

是否能证明牛顿第三定律的强形式——”作用力和反作用力大小相等、方向相反、且在一
条连线上”？这里的” 在一条连线上” 应该理解为” 作用力与反作用力的力矩之和为零”。

Solution
1.
我们先来推导惯性定律。考虑伽利略协变的单个质点的拉氏函数（老师讲义的结论）：

L =
1

2
m ˙⃗x2

考虑空间平移对称变换：

t′ = t, x⃗′ = x⃗+ a⃗

L′ = L

由诺特定理，守恒量为

pα∆qα = m ˙⃗x · a⃗

故自由粒子的 ˙⃗x 不随时间变化，即牛顿第一定律。
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Solution

2. 对质点组拉氏函数 L =
∑N

a=1
1
2
maẋ

2
a − V (x⃗1, · · · , x⃗N)，考虑空间平移准对称变换：

t′ = t, x⃗′i = x⃗i + a⃗i

其中 a 为无穷小量，由诺特定理，

L′ = L− Σi
∂V

∂x⃗i
· a⃗i

即

∆φ = Σi
∂V

∂x⃗i
· a⃗it

故守恒量为：

pα∆qα −∆φ = Σimi
˙⃗xi · a⃗i +

∂V

∂x⃗i
t · a⃗i = Σi(mi

˙⃗xi +
∂V

∂x⃗i
t) · a⃗i

由于 a⃗i 的任意性知，mi
˙⃗xi +

∂V
∂x⃗i
t 为守恒量，求导得 mi

¨⃗xi = − ∂V
∂x⃗i

即为牛顿第二定律

3.
考虑封闭的两质点系统 m1,m2，拉氏量：

L =
1

2
m1

˙⃗x21 +
1

2
m2

˙⃗x22 − V (x⃗1 − x⃗2)

直接套用上一问的结论，mi
¨⃗xi = − ∂V

∂x⃗i
。由于封闭系统，故 V = V (x⃗1 − x⃗2)，所以

F⃗1 = − ∂V

∂x⃗1
=
∂V

∂x⃗2
= −F⃗2

即为牛顿第三定律。下面证明强形式即通过证明作用力与反作用力的力矩之和为零来

证明作用量与反作用力在一条连线上。

要求势能为距离的函数 V = V (|x⃗1 − x⃗2|)即要求系统具有空间转动不变性，考虑空间转
动变换：

t′ = t, x⃗′ = x⃗+ θ⃗ × x⃗

其中 θ 为无穷小量，拉氏量 L’ 为：

L′ =
1

2
m1

[
˙⃗x21 + (θ⃗ × ˙⃗x1)

2
]
+

1

2
m2

[
˙⃗x22 + (θ⃗ × ˙⃗x2)

2
]
− V (|x⃗1 − x⃗2 + θ⃗ × (x⃗1 − x⃗2)|)

= L− ∂V

∂x⃗1
· (θ⃗ × x⃗1)−

∂V

∂x⃗2
· (θ⃗ × x⃗2) +O(θ2)

= L+O(θ2)

故 ∆φ = 0 即系统合力矩为零，因此牛顿第三定律强形式成立。
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7. 自由运动的慢子满足 Poincaré 不变性。请写出 Poincaré 变换对应的 10 个诺特守恒
量。

Solution

庞加莱变换有十个自由度，因而十个无穷小的庞加莱变换对应着十个诺特守恒量。十

个无穷小变换分别为四个时空平移和六个洛伦兹变换。

首先讨论时空平移：

自由粒子的拉氏函数为

L = −m
√
1− v2

广义动量

p⃗ =
∂L

∂v⃗
= γmv⃗

广义积分

H = p⃗ · v⃗ − L = γm

显然时空变换下 ∆φ = 0，故由诺特定理：

时间变换 t′ = t+ a 下，守恒量为

H∆t = aH = aγm

即 γm 能量守恒

空间变换下守恒量为

p⃗ ·∆x⃗

即 p⃗ = γmv⃗ 动量守恒

下面讨论洛伦兹变换 Λ：

ΛTgΛ = g

设无穷小洛伦兹变换 Λµν = δµν + ωµν，代入上式得

(δµα + ωµα)gµν(δ
ν
β + ωνβ) = gαβ

得 ωµν = −ωνµ，即无穷小洛伦兹变换与恒等变换之间的差为反对称矩阵，4× 4 反对称

矩阵的六个自由度（即我们分别取矩阵的右上角的六个元素只有一个元素非零的矩阵）

恰对应着六种无穷小洛伦兹变换。（或者可以直接将老师讲义中的六种洛伦兹变换直接

取无穷小近似，能得到相同结果）

取六种无穷小洛伦兹变换为三个空间转动变换和 boost 变换。对于空间转动变换，以
绕 x 轴转动为例：变换矩阵为
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Solution 
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 −θ
0 0 θ 1


由于洛伦兹不变性，∆φ = 0，故守恒量为：

p⃗ ·∆x⃗ = pzθy − pyθz

即 x 方向角动量 Jx = ypz − zpy 守恒。同理 Jy, Jz 也守恒。

Boost 变换以沿着 x 轴的为例，对应的无穷小变换矩阵为：
1 η 0 0

η 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


由于洛伦兹不变性，∆φ = 0，故守恒量为：

H∆t− p⃗ · v⃗ = H(−ηx)− px(−ηt)

即沿着 x 轴的 boostKx = Hx− pxt 为守恒量，同理 Ky, Kz 也为守恒量

综上庞加莱变换对应的十个守恒量为：H,Pi, Ji, Ki

8. 电磁场中带电质点拉氏量为

L =
1

2
mẋ2 − qϕ(x⃗) + qA⃗(x⃗) · ˙⃗x

考虑沿 z 轴正向的均匀静磁场，

ϕ = 0, A⃗ =
B

2
(−ye⃗x + xe⃗y)

请先验证绕 z 轴的无穷小转动

x′ = x− ϵy, y′ = y + ϵx, z′ = z,

是对称变换，然后写出对应的诺特守恒量。
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Solution

在该变换下拉氏量变为：

L′ =
1

2
mẋ′2 + qA⃗(x⃗′) · ˙⃗x′

=
1

2
mẋ′2 + q

[
−B

2
y′ẋ′ +

B

2
x′ẏ′
]

=
1

2
m
[
(ẋ− ϵẏ)2 + (ẏ + ϵẋ)2 + ż2

]
+ q

[
−B

2
(y + ϵx)(ẋ− ϵẏ) +

B

2
(x− ϵy)(ẏ + ϵẋ)

]
= L+O(ϵ2)

即题中变换为对称变换，φ = 0。

广义动量为：

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ− B

2
qy

py =
∂L

∂ẏ
= mẏ +

B

2
qx

守恒量为：

pα∆xα = (mẋ− B

2
qy)(−ϵy) + (mẏ +

B

2
qx)(ϵx)

= ϵ

[
m(xẏ − yẋ) +

B

2
q(x2 + y2)

]
故守恒量为 m(xẏ − yẋ) + B

2
q(x2 + y2)

61



理论力学作业 20 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

以下两题，选做其一：

1.
一个半径为 R、质量为 M 的均质圆筒水平放置在粗糙的地面上作无滑滚动。在圆筒内

再放入一个质量为 m、半径为 r 的圆柱体。圆柱体的轴向和圆筒的轴向平行，沿圆筒内表面

作无滑滚动。

(1) 选取合适的广义坐标，给出系统的运动方程。
(2) 设 m = 4M = 4 千克，r = 1

2
R = 0.5 米，如果系统作小振动，其简正频率是多少？

Solution

(1)
设圆筒绕其中心的转动角为 φ, 圆柱质心相对于圆筒中心竖直向下方向的夹角为 θ。

根据外圆筒与地面无滑，设外圆筒质心横坐标为 x：

ẋ = Rφ̇

内圆柱的质心坐标为 (x− (R− r) sin θ, (R− r)(1− cos θ))，（这里选圆柱质心最低点为
y 方向原点）设圆柱的自转角度为 α，则由圆柱的无滑滚动得：

(R− r)θ̇ − rα̇ = Rφ̇

系统的总动能为：

T =MR2φ̇2 +
1

2
m
[
Rφ̇− (R− r) cos θθ̇

]2
+

1

2
m(R− r)2 sin2 θθ̇2 +

1

4
m
[
(R− r)θ̇ −Rφ̇

]2
=

(
M +

3

4
m

)
R2φ̇2 −mR(R− r)

(
cos θ + 1

2

)
φ̇θ̇ +

3

4
m(R− r)2θ̇2
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Solution

系统的势能：

V = mg(R− r)(1− cos θ)

拉格朗日函数：L = T − V

由拉格朗日方程得到运动方程：

对于广义坐标 φ：(
2M +

3

2
m

)
R2φ̈−mR(R− r)

[(
cos θ + 1

2

)
θ̈ − sin θθ̇2

]
= 0

对于广义坐标 θ：

3

2
m(R− r)2θ̈ −m(R− r)

[
R

(
cos θ + 1

2

)
φ̈− g sin θ

]
= 0

(2)
将题中所给参数数据代入，并取至二阶无穷小，得：

T = 4φ̇2 − 3φ̇θ̇ +
3

4
θ̇2

V = gθ̇2

因此惯性矩阵为：

M =

(
8 −3

−3 1.5

)
刚度矩阵为：

K =

(
0 0

0 2g

)
特征方程为

det(−ω2M +K) = 0

即：

det
(
−8ω2 3ω2

3ω2 −1.5ω2 + 2g

)
= 0

计算行列式：

(−8ω2)(−1.5ω2 + 2g)− (3ω2)(3ω2) = 0

ω2(3ω2 − 16g) = 0
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Solution

解得：

ω2
1 = 0, ω2

2 =
16g

3

因此：

ω1 = 0, ω2 =

√
16g

3
=≈ 7.23 rad/s

2.
圆环在垂直平面内，绕通过圆心的垂直轴匀速旋转。圆环上穿有一个珠子，能在环上无

阻滑动。求珠子的平衡位置和微振动频率。

Solution

取广义坐标 θ 为珠子在圆环上的角位置，从圆环最低点逆时针计量。

系统的动能为：

T =
1

2
mR2θ̇2 +

1

2
m(ωR sin θ)2

其中第一项为珠子沿圆环运动的动能，第二项为珠子随圆环旋转的动能。

系统的势能为：

V = mgR(1− cos θ)

拉格朗日函数：

L = T − V =
1

2
mR2θ̇2 +

1

2
mω2R2 sin2 θ −mgR(1− cos θ)

由拉格朗日方程可得：
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0

即：

mR2θ̈ −mω2R2 sin θ cos θ +mgR sin θ = 0
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Solution

化简得：

θ̈ +
( g
R

− ω2 cos θ
)
sin θ = 0

平衡时 θ̈ = 0，故： ( g
R

− ω2 cos θ
)
sin θ = 0

解得三个平衡位置：

θ = 0, θ = π, θ = arccos
( g

ω2R

)
其中第三个平衡位置要求 ω2 ≥ g

R
。

在平衡位置附近小振动，令 θ = θ0 + δθ，代入运动方程并取一阶无穷小。

情况 1：θ = 0 一阶微扰后得：

δ̈θ +
( g
R

− ω2
)
δθ = 0

当 ω2 < g
R
时，θ = 0 稳定，微振动频率：

ω0 =

√
g

R
− ω2

情况 2：θ = θ0 + δθ = arccos
(

g
ω2R

)
+ δθ，则

cos θ = cos (θ0 + δθ) =
g

ω2R
−
√

1− g2

ω4R2
δθ

代入运动方程得：

δθ̈ + ω2(1− g2

ω4R2
)δθ = 0

当 ω2 > g
R
时，该位置稳定，微振动频率：

ωθ = ω

√
1− g2

ω4R2

情况 3：θ = π, 一阶微扰后得：

δ̈θ −
( g
R

+ ω2
)
δθ = 0

该位置总是不稳定。

综上，

平衡位置有三个：θ = 0，θ = arccos
(

g
ω2R

)
，θ = π

当 ω2 < g
R
时，θ = 0 稳定，微振动频率：

ω0 =

√
g

R
− ω2
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Solution

当 ω2 > g
R
时，θ = arccos

(
g

ω2R

)
稳定，微振动频率：

ωθ = ω

√
1− g2

ω4R2

θ = π 不稳定

3.
质量 m 的 5 个小球，穿在半径 a 的光滑圆环上运动。小球之间用弹性系数 k 的轻弹簧

连接。求系统的自然频率和简正模式。

Solution

5 个质量为 m 的小球等间距分布在半径为 a 的光滑圆环上，相邻小球间用弹性系数

为 k 的弹簧连接。取平衡时小球的位置为参考，设第 j 个小球的微小角位移为 θj (j =
1, 2, 3, 4, 5)。由于圆环的约束，小球的动能和势能分别为：
系统总动能为：

T =
1

2
ma2

5∑
j=1

θ̇2j

惯性矩阵为：

M = ma2I

系统总势能为弹簧弹性势能：相邻小球 j 与 j+1之间的弧长变化为 a(θj+1− θj)，因此：

V =
1

2
ka2

5∑
j=1

(θj+1 − θj)
2

其中周期边界条件：θ6 = θ1。展开势能表达式：

V =
1

2
ka2[(θ2 − θ1)

2 + (θ3 − θ2)
2 + (θ4 − θ3)

2

+ (θ5 − θ4)
2 + (θ1 − θ5)

2]
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Solution

由拉格朗日函数 L = T − V 得到运动方程：

d

dt

(
∂L

∂θ̇j

)
=
∂L

∂θj

计算得：

ma2θ̈j + ka2(2θj − θj−1 − θj+1) = 0

令 ω2
0 = k

m
，化简得：

θ̈j + ω2
0(2θj − θj−1 − θj+1) = 0 (j = 1, 2, 3, 4, 5)

周期边界条件：θ0 = θ5, θ6 = θ1。

设简正模式为

θn = Ane
−iωt

代入运动方程，化简得

An+1 + (
ω2

ω2
0

− 2)An + An−1 = 0

对应（数列的）特征方程为：

λ2 + (
ω2

ω2
0

− 2)λ+ 1 = 0

设特征方程解为 λ1,λ2，则 An = c1λ
n
1 + c2λ

n
2，由于周期条件即 An+5 = An，故 λ5 = 1，

因此

λ1 = ei
2kπ
5 , λ2 = e−i

2kπ
5 k = 0, 1, 2, 3, 4

根据韦达定理，λ1 + λ2 = 2− ω2

ω2
0
，得

2− ω2

ω2
0

= 2 cos 2kπ
5

ω2 = 2ω2
0(1− cos 2kπ

5
)

ω = 2ω0 sin
kπ

5

所以系统自然频率为：ω0 = 0,ω1,4 = 2ω0 sin π
5
,ω2,3 = 2ω0 sin 2π

5

取 c1 = 1, c2 = 0,A(k)
n = ei

2kπn
5 ，系统第 k 个简正模式则为：

θ(k)n = A(k)
n e−iωkt = ei(

2kπn
5

−ωkt)
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4.
如图所示，一个质量为 m 的粒子，通过三根自然长度分别为

√
3、1 和

√
3 的轻弹簧，分

别挂在 xy-平面内的三个固定点 A、B 和 C 上。弹簧的弹性系数都是 k，三个固定点的坐标

分别是

A :

(
−3

2
,

√
3

2

)
, B :

(
−1

2
,−

√
3

2

)
, C :

(
3

2
,−

√
3

2

)
设 xy-平面是光滑的水平面，且粒子不会脱离此平面。
(1) 写出系统的拉格朗日函数。
(2)坐标原点显然是稳定平衡点。当粒子在平衡点附近作微振动时，求系统的自然频率和

模态矩阵。

Solution

设粒子坐标为 (x, y)，平衡位置为原点 (0, 0)。

记各弹簧长度：

LA =

√√√√(x+ 3

2

)2

+

(
y −

√
3

2

)2

LB =

√√√√(x+ 1

2

)2

+

(
y +

√
3

2

)2

LC =

√√√√(x− 3

2

)2

+

(
y +

√
3

2

)2

弹性势能：

V =
1

2
k
[
(LA −

√
3)2 + (LB − 1)2 + (LC −

√
3)2
]

动能为 T = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2)

拉格朗日函数：

L = T − V =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
k
[
(LA −

√
3)2 + (LB − 1)2 + (LC −

√
3)2
]
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Solution

惯性矩阵：

M = m

(
1 0

0 1

)
下面计算刚度矩阵，分析弹簧 A 对势能的贡献：

(LA −
√
3)2 = (

√
3 + 3x−

√
3y + x2 + y2 −

√
3)2

= 6 + 3x−
√
3y + x2 + y2 − 2

√
3

√
3 + 3x−

√
3y + x2 + y2

=
3

4
x2 +

1

4
y2 −

√
3

2
xy

故弹簧 A 对刚度矩阵贡献为：

KA = k

(
3/4 −

√
3/4

−
√
3/4 1/4

)

同理可得矩阵 B、C 对刚度矩阵贡献为：

KB = k

(
1/4

√
3/4

√
3/4 3/4

)

KC = k

(
3/4 −

√
3/4

−
√
3/4 1/4

)
总刚度矩阵：

K = k

(
7/4 −

√
3/4

−
√
3/4 5/4

)
令 ω2

0 = k/m，特征多项式为：

det

7/4− ω2

ω2
0

−
√
3/4

−
√
3/4 5/4− ω2

ω2
0

 = 0

(
ω2

ω2
0

)2 − 3(
ω2

ω2
0

) + 2 = 0 ⇒ ω2

ω2
0

= 1, 2

得

ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
2k

m

代入到特征方程，ω = ω1 =
√

k
m
时，
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Solution (
3
4

−
√
3
4

−
√
3
4

1
4

)
a⃗1 = 0

ω = ω2 =
√

2k
m
时, (

−1
4

−
√
3
4

−
√
3
4

−3
4

)
a⃗2 = 0

解得归一的模态矩阵为：

A =
1

2
√
m

(
1

√
3

√
3 −1

)
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理论力学作业 22 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

以下三题选做其一：

7. 已知 A ∈ Cn×n，证明恒等式

cos2A+ sin2A = In×n.

Solution

矩阵指数：

eiA =
∞∑
k=0

(iA)k

k!
.

比较正余弦的泰勒展开，有矩阵欧拉公式：

eiA = cosA+ i sinA, e−iA = cosA− i sinA.

于是

cosA =
eiA + e−iA

2
, sinA =

eiA − e−iA

2i
.

[A,A] = 0，由于 Baker-Hausdorff 公式，eiAe−iA = I, eiAeiA = e2iA，故

cos2A =
e2iA + 2I + e−2iA

4
,

sin2A =
e2iA − 2I + e−2iA

−4
=

−e2iA + 2I − e−2iA

4
.

相加得：

cos2A+ sin2A =
(e2iA + 2I + e−2iA) + (−e2iA + 2I − e−2iA)

4
=

4I

4
= I.

8. 已知 2 阶方阵

M =

(
− π

12
7π
12

−5π
12

11π
12

)
,

利用 Cayley-Hamilton 定理化简矩阵函数 cosM。
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Solution

tr(M) = − π

12
+
11π

12
=

5π

6
, det(M) =

(
− π

12

)
·11π
12

−7π

12
·
(
−5π

12

)
= −11π2

144
+
35π2

144
=
π2

6
.

因此矩阵的特征多项式为

p(λ) = λ2 − 5π

6
λ+

π2

6
.

应用 Cayley-Hamilton 定理

M2 − 5π

6
M +

π2

6
I = 0 =⇒ M2 =

5π

6
M − π2

6
I.

由此，任意 Mk (k ≥ 2) 可表示为 M 与 I 的线性组合。

设 cosM = C0I + C1M

由特征方程解得特征值：

λ1,2 =

5π
6
±
√

25π2

36
− 4π2

6

2
=

5π
6
± π

6

2
.

λ1 =
π

2
, λ2 =

π

3
.

下面确定 C0, C1：

对任意矩阵函数 f(M)，若可写成 f(M) = c0I + c1M，则对每个特征值有

f(λi) = c0 + c1λi.cos π
2
= C0 + C1 · π2

cos π
3
= C0 + C1 · π3

=⇒

0 = C0 +
π
2
C1

1
2
= C0 +

π
3
C1

相减得：1
2
= −π

6
C1 ⇒ C1 = − 3

π
。

代入得：0 = C0 +
π
2
·
(
− 3
π

)
= C0 − 3

2
⇒ C0 =

3
2
。

cosM =
3

2
I − 3

π
M =

7
4

−7
4

5
4

−5
4



9. 写出第 4 题中的时间演化矩阵 U(t, 0) 并化简。
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Solution

由第 20 次作业知，系统的惯性矩阵为：

M = m

(
1 0

0 1

)

刚度矩阵为：

K = k

(
7/4 −

√
3/4

−
√
3/4 5/4

)
时间演化矩阵为

U(t, 0) = exp
{(

0 I

−M−1K 0

)
t

}
=

 cos(
√
M−1K t)

sin(
√
M−1K t)√
M−1K

−
√
M−1K sin(

√
M−1K t) cos(

√
M−1K t)

 ,

其中
√
M−1K 是满足 (

√
M−1K)2 =M−1K 的矩阵平方根。

化简 cos(
√
M−1K t) 部分

令 A =M−1K，则

A = ω2
0

 7
4

−
√
3
4

−
√
3
4

5
4

 .

特征多项式：

det(A− λI) = λ2 − 3ω2
0λ+ 2ω4

0 = 0

特征值：

λ1 = ω2
0, λ2 = 2ω2

0

对应的开方特征值： √
λ1 = ω0,

√
λ2 =

√
2ω0.

由 Cayley-Hamilton 定理，cos(
√
A t) 可表为 A 的线性组合：

cos(
√
A t) = c0I + c1A,

其中 c0, c1 由以下方程组确定：
cos(ω0t) = c0 + c1ω

2
0,

cos(
√
2ω0t) = c0 + 2c1ω

2
0.

解得：

c1 =
cos(

√
2ω0t)− cos(ω0t)

ω2
0

, c0 = 2 cos(ω0t)− cos(
√
2ω0t).
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Solution

代入 A 的表达式：

cos(
√
A t) =

[
2 cos(ω0t)− cos(

√
2ω0t)

]
I +

[
cos(

√
2ω0t)− cos(ω0t)

] 7
4

−
√
3
4

−
√
3
4

5
4

 .

记 C1 = cos(ω0t), C2 = cos(
√
2ω0t)，则：

cos(
√
A t) =

1

4

 C1 + 3C2

√
3(C1 − C2)

√
3(C1 − C2) 3C1 + C2

 .

下面化简
sin(

√
M−1K t)√
M−1K

部分：

设
sin(

√
A t)√
A

= d0I + d1A,

由条件：
sin(ω0t)

ω0

= d0 + d1ω
2
0,

sin(
√
2ω0t)√
2ω0

= d0 + 2d1ω
2
0.

解得：

d1 =
1

ω2
0

[
sin(

√
2ω0t)√
2ω0

− sin(ω0t)

ω0

]
, d0 =

sin(ω0t)

ω0

− d1ω
2
0.

即：

d0 =
2 sin(ω0t)

ω0

− sin(
√
2ω0t)√
2ω0

, d1 =
sin(

√
2ω0t)√
2ω3

0

− sin(ω0t)

ω3
0

.

代入 A 表达式并化简，得：

sin(
√
A t)√
A

=
1

4


3 sin(ω0t)

ω0

+
sin(

√
2ω0t)√
2ω0

√
3

ω0

[
sin(ω0t)−

sin(
√
2ω0t)√
2

]
√
3

ω0

[
sin(ω0t)−

sin(
√
2ω0t)√
2

]
sin(ω0t)

ω0

+
3 sin(

√
2ω0t)√

2ω0

 .

化简 −
√
M−1K sin(

√
M−1K t) 部分：

设 √
A sin(

√
A t) = e0I + e1A,

由条件：

ω0 sin(ω0t) = e0 + e1ω
2
0,

√
2ω0 sin(

√
2ω0t) = e0 + 2e1ω

2
0.

解得：

e1 =

√
2ω0 sin(

√
2ω0t)− ω0 sin(ω0t)

ω2
0

, e0 = ω0 sin(ω0t)− e1ω
2
0.

74



Solution

代入 A 并取负号：

−
√
A sin(

√
A t) = −1

4

 3ω0 sin(ω0t) +
√
2ω0 sin(

√
2ω0t)

√
3ω0

[
sin(ω0t)−

√
2 sin(

√
2ω0t)

]
√
3ω0

[
sin(ω0t)−

√
2 sin(

√
2ω0t)

]
ω0 sin(ω0t) + 3

√
2ω0 sin(

√
2ω0t)

 .

综上：

U(t, 0) =


1

4

(
C1 + 3C2

√
3(C1 − C2)√

3(C1 − C2) 3C1 + C2

)
1

4

 3S1

ω0
+ S2√

2ω0

√
3

ω0

(
S1 − S2√

2

)
√
3

ω0

(
S1 − S2√

2

)
S1

ω0
+ 3S2√

2ω0


−1

4

(
3ω0S1 +

√
2ω0S2

√
3ω0(S1 −

√
2S2)√

3ω0(S1 −
√
2S2) ω0S1 + 3

√
2ω0S2

)
1

4

(
C1 + 3C2

√
3(C1 − C2)√

3(C1 − C2) 3C1 + C2

)


其中简记为：

C1 = cos(ω0t), C2 = cos(
√
2ω0t), S1 = sin(ω0t), S2 = sin(

√
2ω0t).

此即为第 4 题微振动系统时间演化矩阵 U(t, 0) 的化简显式。

10. 第 4 题中的粒子，开始时处于静止状态。设粒子带有电荷 e，并且受到电场

E⃗ = E cosωt
(
cos θ
sin θ

)
的驱动，求微振动解。

Solution

由第 4 题，微振动方程为
M ¨⃗η +Kη⃗ = F⃗ (t),

其中

M = mI2×2, K = k

 7
4

−
√
3
4

−
√
3
4

5
4

 , η⃗ =

(
x

y

)
,

F⃗ (t) = e

(
Ex(t)

Ey(t)

)
.

系统的模态矩阵为

A =
1

2
√
m

(
1

√
3

√
3 −1

)
.
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Solution

该矩阵列矢量满足广义特征方程：

Ka⃗1 = mω2
1 a⃗1, Ka⃗2 = mω2

2 a⃗2,

其中 a⃗ 为 A 的列矢量，自然频率为

ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
2k

m
.

定义简正坐标 ξ⃗ = (ξ1, ξ2)
T 满足

η⃗ = Aξ⃗.

将 η⃗ = Aξ⃗ 代入运动方程并左乘 AT：

mATA
¨⃗
ξ + ATKAξ⃗ = AT F⃗ (t).

计算：

ATA =
1

m

(
1 0

0 1

)
, ATKA =

k

m

(
1 0

0 2

)
=

(
ω2
1 0

0 ω2
2

)
.

于是

ξ̈1 + ω2
1ξ1 = (AT F⃗ )1, ξ̈2 + ω2

2ξ2 = (AT F⃗ )2.

计算广义力：

AT F⃗ =
1

2
√
m

(
1

√
3

√
3 −1

)(
eEx

eEy

)
=

1

2
√
m
eE cos(ωt)

(
cos θ +

√
3 sin θ

√
3 cos θ − sin θ

)
.

记

Q1(t) = eE
(
cos θ +

√
3 sin θ

)
cos(ωt), Q2(t) = eE

(√
3 cos θ − sin θ

)
cos(ωt).

则

ξ̈1 + ω2
1ξ1 =

Q1(t)

2
√
m
, ξ̈2 + ω2

2ξ2 =
Q2(t)

2
√
m
.

先考虑非共振情况 (ω ̸= ω1, ω2)
方程 ξ̈j + ω2

j ξj = Qj(t) 的通解为齐次解加特解：

ξj(t) = Aj cos(ωjt) + Bj sin(ωjt) + ξjp(t).

设特解形式为 ξjp(t) = Cj cos(ωt)，代入得：

(−ω2 + ω2
j )Cj cos(ωt) =

eEγj
2
√
m

cos(ωt), γ1 = cos θ +
√
3 sin θ, γ2 =

√
3 cos θ − sin θ.
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Solution

解得

Cj =
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
.

因此

ξj(t) = Aj cos(ωjt) + Bj sin(ωjt) +
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
cos(ωt).

由初条件 ξj(0) = 0, ξ̇j(0) = 0：

Aj +
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
= 0 ⇒ Aj = − eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
,

ξ̇j(0) = Bjωj = 0 ⇒ Bj = 0.

于是

ξj(t) =
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ωjt)

]
.

考虑共振情况

若 ω = ωj，则特解形式需改为：

ξjp(t) = Cjt sin(ωjt).

代入方程：

ξ̈jp + ω2
j ξjp = 2ωjCj cos(ωjt) =

eEγj
2
√
m

cos(ωjt),

解得

Cj =
eEγj

4
√
mωj

.

通解为：

ξj(t) = Aj cos(ωjt) + Bj sin(ωjt) +
eEγj

4
√
mωj

t sin(ωjt).

由初条件 ξj(0) = 0, ξ̇j(0) = 0：

Aj = 0, Bj = 0.

故共振时

ξj(t) =
eEγj

4
√
mωj

t sin(ωjt).

可将简正坐标的表达式统一写为（注意区分共振与非共振）：

ξ1(t) =


eEγ1

2
√
m(ω2

0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ω0t)

]
, ω ̸= ω0,

eEγ1
4
√
mω0

t sin(ω0t), ω = ω0.

77



Solution

ξ2(t) =


eEγ2

2
√
m(2ω2

0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(

√
2ω0t)

]
, ω ̸=

√
2ω0,

eEγ2

4
√
2mω0

t sin(
√
2ω0t), ω =

√
2ω0.

从简正坐标返回原始坐标，

由 η⃗ = Aξ⃗：

x(t) =
1

2
√
m

[
ξ1(t) +

√
3 ξ2(t)

]
, y(t) =

1

2
√
m

[√
3 ξ1(t)− ξ2(t)

]
.

代入 ξ1, ξ2 表达式，即得微振动解。下面写出非共振情形的显式结果（共振情形类似可

得）：

x(t) =
eEγ1

4m(ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ω0t)

]
+

eEγ2
√
3

4m(2ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(

√
2ω0t)

]
,

y(t) =
eEγ1

√
3

4m(ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ω0t)

]
− eEγ2

4m(2ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(

√
2ω0t)

]
,

其中 γ1 = cos θ +
√
3 sin θ, γ2 =

√
3 cos θ − sin θ。

当 ω = ω0 或 ω =
√
2ω0 时，对应项需替换为共振形式，振幅随时间线性增长 (增长过

多后微振动法不适用)。

11. 一维阻尼振子的运动方程为

mη̈ + µη̇ + kη = 0.

引进相空间矢量 (η(t), η̇(t))，方程可以改写成

d

dt

(
η

η̇

)
= B

(
η

η̇

)
.

(1) 写出 2× 2 矩阵 B。

(2) 化简时间演化矩阵 exp(Bt)。
(3) 如果系统受到冲击力

Q(t) = δ(t− t′)

的作用，求格林函数 G(t, t′)。
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Solution
1.
由于

mη̈ + µη̇ + kη = 0.

故

d

dt

(
η

η̇

)
=

 0 1

− k

m
− µ

m

(η
η̇

)
.

故

B =

 0 1

−ω2
0 −2β

 ,

其中定义

ω2
0 =

k

m
, β =

µ

2m
.

2.
需要计算矩阵指数 eBt。矩阵 B 的特征多项式为

det(B − λI) = λ2 + 2βλ+ ω2
0 = 0.

特征值为

λ1,2 = −β ±
√
β2 − ω2

0.

记

ω =
√
ω2
0 − β2 (欠阻尼情形), Γ =

√
β2 − ω2

0 (过阻尼情形).

利用 Cayley-Hamilton 定理：设

eBt = c0(t)I + c1(t)B,

其中 c0(t), c1(t) 待定。代入特征值 λ1,2 应满足：

eλjt = c0(t) + c1(t)λj, j = 1, 2.

情况 1：欠阻尼 (ω0 > β)，此时 λ1,2 = −β ± iω。联立方程：

e(−β+iω)t = c0 + c1(−β + iω),

e(−β−iω)t = c0 + c1(−β − iω).

解得

c0(t) = e−βt
(
cosωt+ β

ω
sinωt

)
,
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Solution

c1(t) =
e−βt

ω
sinωt.

情况 2：过阻尼 (β > ω0)，此时 λ1,2 = −β ± Γ。解得

c0(t) =
1

2
e−βt

[(
1 +

β

Γ

)
eΓt +

(
1− β

Γ

)
e−Γt

]
,

c1(t) =
e−βt

2Γ

(
eΓt − e−Γt

)
.

情况 3：临界阻尼 (β = ω0)，此时 λ1 = λ2 = −β。对情况二取极限，此时方程变为：

e−βt = c0 − βc1, te−βt = c1.

解得

c0(t) = e−βt(1 + βt), c1(t) = te−βt.

3.
对于方程

mη̈ + µη̇ + kη = δ(t− t′),

定义格林函数 G(t, t′) 为满足零初条件（η(t′−) = 0, η̇(t′−) = 0）的解。

我们这里采用拉普拉斯变换法

设 τ = t− t′ ≥ 0，设 G 为所求的格林函数，考虑方程

mG̈(τ) + µĠ(τ) + kG(τ) = δ(τ), τ ≥ 0,

初条件：G(0−) = 0, Ġ(0−) = 0。

对上述方程作拉普拉斯变换（记 L[G(τ)] = G̃(s)）：

L[G̈(τ)] = s2G̃(s)− sG(0−)− Ġ(0−) = s2G̃(s),

L[Ġ(τ)] = sG̃(s)−G(0−) = sG̃(s),

L[δ(τ)] = 1.

代入方程：

ms2G̃(s) + µsG̃(s) + kG̃(s) = 1.

解得

G̃(s) =
1

ms2 + µs+ k
=

1

m
· 1

s2 + 2βs+ ω2
0

,

其中 ω2
0 = k/m, β = µ/(2m)。
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Solution

分三种情况求拉普拉斯逆变换：

情况 1：欠阻尼 (ω0 > β)
令 ω =

√
ω2
0 − β2，则

G̃(s) =
1

m
· 1

(s+ β)2 + ω2
.

查拉普拉斯变换表或利用公式：

L−1

[
1

(s+ β)2 + ω2

]
=
e−βτ

ω
sin(ωτ) · h(τ).

故

G(τ) =
1

m
· e

−βτ

ω
sin(ωτ) · h(τ).

情况 2：过阻尼 (β > ω0)
令 Γ =

√
β2 − ω2

0，则

G̃(s) =
1

m
· 1

(s+ β)2 − Γ2
=

1

m
· 1

2Γ

(
1

s+ β − Γ
− 1

s+ β + Γ

)
.

逆变换：

G(τ) =
1

2mΓ

(
e−(β−Γ)τ − e−(β+Γ)τ

)
h(τ) =

e−βτ

mΓ
sinh(Γτ) · h(τ).

情况 3：临界阻尼 (β = ω0)
此时

G̃(s) =
1

m
· 1

(s+ β)2
.

逆变换：

G(τ) =
1

m
· τe−βτ · h(τ).

综上，格林函数为：

G(t, t′) = h(t− t′) ·



e−β(t−t
′)

mω
sin[ω(t− t′)], ω0 > β,

e−β(t−t
′)

mΓ
sinh[Γ(t− t′)], β > ω0,

1

m
(t− t′)e−β(t−t

′), β = ω0,

其中 ω =
√
ω2
0 − β2, Γ =

√
β2 − ω2

0，β = µ
2m

, ω2
0 = k

m
。
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理论力学作业 24 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

以下两题，选做其一：

5. 一个质点在重力作用下沿光滑圆锥面内运动。锥面竖直放置，锥顶朝下，锥面的半顶
角为 α。以锥顶为原点，向上为 z-轴方向，记质点绕 z-轴的转角为 θ。

（1）写出系统的哈密顿函数 H(z, θ, pz, pθ) 以及哈密顿方程。

（2）利用劳斯变换消去拉氏函数中的循环坐标，写出等效拉氏量 Leff。

（3）利用求得的等效拉氏量写出拉氏方程。

Solution

1. 采用柱坐标 (r, θ, z) ：

r = z tanα

质点速度在柱坐标系中：

v2 = ṙ2 + r2θ̇2 + ż2

代入 r = z tanα, ṙ = ż tanα：

v2 = ż2 tan2 α + z2 tan2 αθ̇2 + ż2 = ż2 sec2 α + z2 tan2 αθ̇2

动能为：

T =
1

2
mv2 =

1

2
m
(
ż2 sec2 α + z2 tan2 αθ̇2

)
势能（重力势能，原点在锥顶）：

V = mgz
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Solution

拉格朗日函数：

L = T − V =
1

2
m
(
ż2 sec2 α + z2 tan2 αθ̇2

)
−mgz

广义动量：

pz =
∂L

∂ż
= mż sec2 α

pθ =
∂L

∂θ̇
= mz2 tan2 αθ̇

哈密顿函数：

H = pz ż + pθθ̇ − L

由广义动量反解得：

ż =
pz cos2 α

m

θ̇ =
pθ

mz2 tan2 α

代入哈密顿函数：

H =
p2z cos2 α

m
+

p2θ
mz2 tan2 α

− 1

2
m

[(
pz cos2 α

m

)2

sec2 α + z2 tan2 α
( pθ
mz2 tan2 α

)2]
+mgz

=
p2z cos2 α

2m
+

p2θ
2mz2 tan2 α

+mgz

即：

H(z, θ, pz, pθ) =
p2z cos2 α

2m
+

p2θ
2mz2 tan2 α

+mgz

哈密顿正则方程：

ż =
∂H

∂pz
=
pz cos2 α

m
, θ̇ =

∂H

∂pθ
=

pθ
mz2 tan2 α

ṗz = −∂H
∂z

=
p2θ

mz3 tan2 α
−mg, ṗθ = −∂H

∂θ
= 0

2. 拉格朗日函数中 θ 为循环坐标，pθ = mz2 tan2 αθ̇ 为守恒量，记为常数 l：

pθ = l

θ̇ =
l

mz2 tan2 α

等效拉氏量 Leff(z, ż) = L(z, ż)− pθθ̇ 将 θ̇ 用 l 代入，故：

Leff(z, ż) =
1

2
m

(
ż2 sec2 α + z2 tan2 α

(
l

mz2 tan2 α

)2
)

−mgz − l2

mz2 tan2 α
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Solution

=
1

2
mż2 sec2 α− l2

2mz2 tan2 α
−mgz

3. 对 Leff 写 Euler-Lagrange 方程：

d

dt

(
∂Leff

∂ż

)
− ∂Leff

∂z
= 0

计算：
∂Leff

∂ż
= mż sec2 α

d

dt

(
mż sec2 α

)
= mz̈ sec2 α

∂Leff

∂z
=

l2

mz3 tan2 α
−mg

代入得：

mz̈ sec2 α− l2

mz3 tan2 α
+mg = 0

6. 平面振子在直角坐标系的拉氏函数为

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
k(x2 + y2)

取极坐标系 (r, θ)，

（1）利用劳斯变换消去循环坐标，求等效拉氏量 Leff(r, ṙ)。

（2）求径向运动的平衡位置 a。

（3）求在平衡位置 r = a 附近的微振动频率。

（4）与直角坐标系的振动频率对比，两者是否相同？

Solution

1. 取极坐标系：
x = r cos θ, y = r sin θ

速度分量：

ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ, ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ

平方和：

ẋ2 + ẏ2 = (ṙ cos θ − rθ̇ sin θ)2 + (ṙ sin θ + rθ̇ cos θ)2

= ṙ2 + r2θ̇2
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Solution

极坐标系下的拉氏函数：

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− 1

2
kr2

广义动量：

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

由于 L 不显含 θ，θ 是循环坐标，pθ 守恒。设 pθ = l（常数），则：

θ̇ =
l

mr2

劳斯变换消去循环坐标 θ，等效拉氏函数为：

Leff(r, ṙ) = L− pθθ̇

=
1

2
m

(
ṙ2 + r2

(
l

mr2

)2
)

− 1

2
kr2 − l2

mr2

=
1

2
mṙ2 − l2

2mr2
− 1

2
kr2

2. 对 Leff 写 Euler-Lagrange 方程：

d

dt

(
∂Leff

∂ṙ

)
− ∂Leff

∂r
= 0

即:
mr̈ =

l2

mr3
− kr

平衡位置由 r̈ = 0 给出：
l2

mr3
− kr = 0

取正根（r > 0）：

a =

(
l2

mk

)1/4

3. 在平衡位置 r = a 附近作微振动 r = a+ δr：其中 δr 为小量。

代入运动方程 mr̈ = l2

mr3
− kr，得：

mδr̈ =
l2

m(a+ δr)3
− k(a+ δr)

舍去高阶小量：

mδr̈ =
l2

ma3
(1− 3

δr

a
)− k(a+ δr)

代入 a =
(
l2

mk

)1/4
得：
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Solution

mδr̈ =
4k

m
δr

微振动角频率：

ωr = 2

√
k

m

4. 在直角坐标系中，运动方程为：

mẍ+ kx = 0, mÿ + ky = 0

振动频率均为：

ωx,y =

√
k

m

极坐标系径向微振动频率是直角坐标系频率的 2 倍。因为直角坐标系下是两个独立的
简谐振动，而半径 r 的运动表现为总运动，是这两个分运动合成。

7. 设快子在给定的电磁外场中运动，写出系统的哈密顿函数和正则方程。

Solution

电磁场中快子的拉格朗日量为：

L = m

√
˙⃗x2 − 1 + q(A⃗ · ˙⃗x− ϕ),

广义动量

p⃗ =
∂L

∂ ˙⃗x
=

m ˙⃗x√
˙⃗x2 − 1

+ qA⃗.

反解得到：

˙⃗x =
p⃗− qA⃗√

(p⃗− qA⃗)2 −m2

故哈密顿函数为：

H = p⃗ · ˙⃗x− L

=

√(
p⃗− qA⃗(x⃗, t)

)2
−m2 + qϕ(x⃗, t)

哈密顿正则方程为：

˙⃗x =
∂H

∂p⃗
=

p⃗− qA⃗√
(p⃗− qA⃗)2 −m2
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˙⃗p = −∂H
∂x⃗

= −∂H
∂A⃗

· ∂A⃗
∂x⃗

− q
∂ϕ

∂x⃗

=
q(p⃗− qA⃗)√

(p⃗− qA⃗)2 −m2

· ∂A⃗
∂x⃗

− q
∂ϕ

∂x⃗
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理论力学作业 26 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

10. 一个哈密顿系统的正则函数是

H =
p2

2
+
x2

2
+ apx

利用泊松括号求级数解。

Solution

[x,H] = p+ ax, [p,H] = −x− ap.

[[x,H], H] = [p+ ax,H] = (a2 − 1)x,

[[p,H], H] = [−x− ap,H] = (a2 − 1)p.

由此得递推关系:
d2n+1x

dt2n+1
= (p+ ax)(a2 − 1)n

d2nx

dt2n
= (a2 − 1)nx

对 p 也同理。由泰勒展开：

x(t) = x0

[
1 +

(a2 − 1)t2

2!
+

(a2 − 1)2t4

4!
+ · · ·

]
+ (p0 + ax0)

[
t+

(a2 − 1)t3

3!
+ · · ·

]
.

p(t) = p0

[
1 +

(a2 − 1)t2

2!
+

(a2 − 1)2t4

4!
+ · · ·

]
− (x0 + ap0)

[
t+

(a2 − 1)t3

3!
+ · · ·

]
.

即：

x(t) =


x0 cos

(
t
√
1− a2

)
+
p0 + ax0√
1− a2

sin
(
t
√
1− a2

)
, a2 < 1,

x0 cosh
(
t
√
a2 − 1

)
+
p0 + ax0√
a2 − 1

sinh
(
t
√
a2 − 1

)
, a2 > 1.

p(t) =


p0 cos

(
t
√
1− a2

)
− x0 + ap0√

1− a2
sin
(
t
√
1− a2

)
, a2 < 1,

p0 cosh
(
t
√
a2 − 1

)
− x0 + ap0√

a2 − 1
sinh

(
t
√
a2 − 1

)
, a2 > 1.
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11. 计算

[L2, Lk] =? [xj, Lk] =? [pj, Lk] =? [x2, Lk] =? [p2, Lk] =? [p⃗ · x⃗, Lk] =?

Solution

1. [L2, Lk]

角动量平方 L2 与角动量分量 Lk 的泊松括号为：

[L2, Lk] =
3∑
i=1

[L2
i , Lk] = (Li[Li, Lk] + [Li, Lk]Li) .

下面证明角动量的泊松括号关系：

[Li, Lk] = [εijlxjPl, εkmnxmPn]

= εijlεkmn[xjPl, xmPn]

= εijlεkmn(Plxmδjn − xjPnδml)

= (δikδlm − δimδkl)Plxm + (δikδjn − δinδkj)xjPn

= xiPk − xkPi

= εikmLm

得：

[L2, Lk] = (LiεikmLm + εikmLmLi) = 2εikmLiLm = 0

最后一个等号是因为 εikm 对指标 i 和 m 反对称，而 LiLm 对称。

2. [xj, Lk]

[xj, Lk] = εkmn[xj, xmpn] = εkmnxmδjn = εjkmxm.

3. [pj, Lk]

类似地：

[pj, Lk] = εkmn[pj, xmpn] = εkmn(−δjm)pn = −εkjnpn = εjknpn

4. [x2, Lk]

[x2, Lk] =
∑
i

[x2i , Lk] = 2xi[xi, Lk] = 2xiεikmxm = 0

5. [p2, Lk]

类似地：

[p2, Lk] =
∑
i

[p2i , Lk] = 2pi[pi, Lk] = 2piεikmpm = 0.
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Solution

6. [p⃗ · x⃗, Lk]
[p⃗ · x⃗, Lk] = [pixi, Lk] = (pi[xi, Lk] + xi[pi, Lk]) .

代入前结果：

[p⃗ · x⃗, Lk] = (piεikmxm + xiεikmpm) = εikm(pixm + xipm) = 0
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理论力学作业 28 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

16. 用可积条件判断
q = 2

√
Q cosP, p =

√
Q sinP

是否为正则变换。

Solution

dq = −2
√
Q sinPdP +

1√
Q

cosPdQ

dp =
√
Q cosPdP +

1

2
√
Q

sinPdQ

dq ∧ dp = − sin2 PdP ∧ dQ+ cos2 PdQ ∧ dP = dQ ∧ dP

故该变换为正则变换

17. 设
F1 =

1

2
qaqa +

1

2
QaQa

这个生成函数能否给出正则变换？

Solution

∂2F1

∂qα∂Qβ

= 0

故该生成函数不为自由生成函数，即无法给出正则变换。

18. 根据母函数
F2 =

1

2
q
√

−2P − q2 + P arccos q√
−2P

（1）写出正则变换 Q(t, q, p), P (t, q, p)。

（2）这个正则变换是否存在第一类、第三类和第四类母函数？若存在，请写出来表达式。
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Solution
1.
已知第二类母函数：

F2(q, P ) =
1

2
q
√
−2P − q2 + P arccos q√

−2P
.

由

pα =
∂F2

∂qα
, Qα =

∂F2

∂Pα
,

得：

p =
1

2

√
−2P − q2 − q2

2
√

−2P − q2
− P

1√
−2P − q2

=
√

−2P − q2

Q =
1

2
q

−1√
−2P − q2

− P
q(−2P )−

3
2√

1− q2

−2P

+ arccos q√
−2P

= arccos q√
−2P

反解得正则变换：

Q = arccos q√
q2 + p2

, P = −1

2
(q2 + p2).

2. 根据 ∂Q
∂p
, ∂Q
∂q
, ∂P
∂q

̸= 0,∞，因此存在第一三四类母函数。（下面计算生成函数时注意自
变量的选取）

第一类：

F1(q,Q) = F2 − PQ =
1

2
qp− 1

2
(q2 + p2)arccos

q√
q2 + p2

− (−1

2
)(p2 + q2)arccos

q√
q2 + p2

=
1

2
pq =

1

2
q2 tanQ

第三类：

F3(Q, p) = F − pq = −1

2
pq = −1

2
p2 cotQ

第四类：

F4(p, P ) = F − pq + PQ = −1

2
p
√
−2P − p2 + Parccos

√
2P + p2

2P
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理论力学作业 30 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

22. 船上放着一个摆钟，若在行程末重力加速度增大了 1/1000，则振幅改变多少？

Solution

这里利用朱老师讲义第 46 页的结论，单摆的绝热不变量为：

Jθ =
1

2
mg

1
2 l

3
2 θ20

即单摆振幅 θ0 ∝ g−
1
4，故

(g +∆g)−
1
4 ≈ g − 1

4
∆g = g(1− 1

4

∆g

g
) = g(1− 1

4000
)

所以振幅减小 1
4000

1.
(1) 写出矩阵 A = ψ⃗ · X⃗ 的三个特征值。
(2) 求矩阵函数 f(A) 的三个特征值以及 det f(A)。
(3) 计算行列式

det
(
eψ⃗·X⃗ − 1

ψ⃗ · X⃗

)

Solution

(1)

A = ψ⃗ · X⃗ = ψn̂ · X⃗ = ψ


0 −n3 n2

n3 0 −n1

−n2 n1 0



det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ ψn3 −ψn2

−ψn3 λ ψn1

ψn2 −ψn1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 + ψ2λ = 0
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Solution

所以 A 的特征值为 0, iψ,−iψ
(2)
设 f(A) = ΣiciA

i，对 A 的特征值有 Av⃗ = λv⃗，则

f(A)v⃗ = ΣiciA
iv⃗ = Σiciλ

iv⃗ = f(λ)v⃗

故 f(A) 特征值为 f(0), f(iψ), f(−iψ)，detf(A) = f(0)f(iψ)f(−iψ)
(3)
由第 (2) 问得：

det
(
eψ⃗·X⃗ − 1

ψ⃗ · X⃗

)
= 1 ·

(
eiψ − 1

iψ

)
·
(
e−iψ − 1

−iψ

)
=

4sin2 ψ
2

ψ2

此题选做，不计作业成绩。

2. 证明转动角 ψ、转动轴和与转动矩阵 R 的关系式：

ψ = arccos
(
TrR− 1

2

)

nj =
Tr
(
Xj(R

T −R)
)

2
√

3 + 2TrR− (TrR)2

Solution

根据 Rodrigues 公式，

R(ψ⃗) = 1 cosψ + n̂n̂T (1− cosψ) +Xn sinψ

又 Tr(Xn) = 0,Tr(n̂n̂T ) = 1，故

Tr(R) = 3 cosψ + 1− cosψ

得

ψ = arccos
(
TrR− 1

2

)
由 Rodrigues 公式可得

RT −R = −2 sinψXn

两边与 Xj 取迹：

Tr
(
Xj(R

T −R)
)
= −2 sinψ ni Tr(XjXi).
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Solution

利用生成元的正交关系

Tr(XiXj) = −2δij,

得到

Tr
(
Xj(R

T −R)
)
= 4 sinψ nj.

另一方面，由前述结果

cosψ =
TrR− 1

2
,

有

sin2 ψ = 1− cos2 ψ =
3 + 2TrR− (TrR)2

4
.

因此

sinψ =

√
3 + 2TrR− (TrR)2

2
.

故

nj =
Tr
(
Xj(R

T −R)
)

2
√

3 + 2TrR− (TrR)2

3. 绕轴

n⃗ =

(
1√
2
,
1√
2
, 0

)T
逆时针旋转 ξ = 45◦ 的转动矩阵是

R = eξn⃗·X⃗

求 R 对应的欧拉角参数 (ϕ, θ, ψ)。

Solution

由 Rodrigues 公式
R = 1 + sin ξ Xn + n̂n̂T (1− cos ξ)

代入 sin ξ = cos ξ =
√
2
2
，得

R =


1
2

1
2

√
2
2

1
2

1
2

−
√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

0

 .

采用 z–x–z 欧拉角分解
R = Rz(ϕ)Ry(θ)Rz(ψ).
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Solution

由

cos θ = R33 = 0 ⇒ θ =
π

2
.

再由

R13 = sinϕ sin θ, R23 = − cosϕ sin θ

得

ϕ =
π

4
.

最后由

R31 = sin θ sinψ, R32 = sin θ cosψ

得

ψ = −π
4
.

(ϕ, θ, ψ) =
(π
4
,
π

2
,−π

4

)
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理论力学作业 32 参考答案
助教：张积翔、于洪飞

7. 质量为 m、半径为 a 的均质圆环上的一点由铰链固定在天花板上的 O 点。设 OO′ 是

向下的竖直垂线，圆环中心为 C 点。圆环运动时始终有 ∠COO′ = 60◦, 且圆环所处的平面始

终与 ∠COO′ 所在的平面相垂直。

(1) 求圆环定点转动的角速度；

(2) 求圆环角动量的大小；

(3) 求圆环所受 O 点的作用力。

Solution

(1)
由题知刚体以竖直轴 ẑ 作匀速转动（进动），设角速度

ω = ϕ̇ ẑ, θ = 60◦

在刚体上取一组主轴：令 e3 ∥ OC，令 e1 为圆环平面法向，并令 e2 = e3 × e1。则根据
欧拉运动学方程将角速度和欧拉角相联系：

ω1 = ϕ̇ sin θ, ω2 = 0, ω3 = ϕ̇ cos θ.

下面求转动惯量，薄圆环在质心 C 处：

IC,⊥ = ma2, IC,diam =
1

2
ma2.
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Solution

又 |OC| = a，平行轴定理给出关于 O 的主转动惯量

I1 = IC,⊥ +ma2 = 2ma2, I3 = IC,diam =
1

2
ma2.

于是角动量

J = I1ω1e1 + I3ω3e3.

该系统所受力矩只由重力提供，重力对 O 的力矩为 τ =
−→
OC ×mg ẑ，其大小

τ = mga sin θ.

由于刚体以 ẑ 匀速转动，J 亦绕 ẑ 匀速转动，因此

J̇ = ϕ̇ ẑ × J.

注意 ẑ × J ∥ e2，大小为：

|ẑ × J| =
∣∣∣(sin θ e1 + cos θ e3)× (I1ω1e1 + I3ω3e3)

∣∣∣ = ϕ̇ sin θ cos θ (I1 − I3).

由 τ = |J̇| = ϕ̇ |ẑ × J| 得

mga sin θ = ϕ̇2 sin θ cos θ (I1 − I3) ⇒ ϕ̇2 =
mga

(I1 − I3) cos θ
.

取 θ = 60◦, I1 = 2ma2, I3 =
1
2
ma2，得

ϕ̇ =
2√
3

√
g

a

故角速度为：

ω1 =

√
g

a
, ω2 = 0, ω3 =

1√
3

√
g

a

(2)
由 J = I1ω1e1 + I3ω3e3，

|J|2 = (I1ω1)
2 + (I3ω3)

2.

代入 ω1 = ϕ̇ sin 60◦, ω3 = ϕ̇ cos 60◦ 及上问 ϕ̇，故圆环角动量大小为

|J| = 7

2
√
3
ma2

√
g

a

(3)
质心 C 绕竖直轴作匀速圆周运动，其轨道半径 r = a sin 60◦ =

√
3
2
a，
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Solution

故向心加速度大小

aC = ϕ̇ 2r =
2
√
3

3
g.

质心牛顿方程 maC = FO +mg ẑ。由于 aC 水平，竖直方向有

FO,z = mg (向上).

水平方向有

|FO,⊥| = maC =
2
√
3

3
mg (指向竖直轴).

因此

|FO| =
√
F 2
O,z + |FO,⊥|2 =

√√√√m2g2 +

(
2
√
3

3
mg

)2

=

√
21

3
mg

8. 质量为 m 的拉格朗日陀螺，即重力场中绕定点转动的对称重陀螺，三个主转动惯量

为 I1 = I2 ̸= I3, 质心到固定点的距离为 l。

(1) 选取三个欧拉角作为广义坐标，写出哈密顿函数 H(ϕ, θ, ψ, pϕ, pθ, pψ);

(2) 利用哈密顿–雅可比方程，求哈密顿主函数 S(t, ϕ, θ, ψ) （可保留积分形式，无需求积）。

Solution

(1)
取欧拉角 (ϕ, θ, ψ)，由讲义（拉格朗日陀螺）可写拉氏量

L =
I1
2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+
I3
2

(
cos θ ϕ̇+ ψ̇

)2 −mgl cos θ.

相应正则动量为

pθ =
∂L

∂θ̇
= I1θ̇,

pψ =
∂L

∂ψ̇
= I3(cos θ ϕ̇+ ψ̇),

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= I1ϕ̇ sin2 θ + I3(cos θ ϕ̇+ ψ̇) cos θ

由此解出速度：

θ̇ =
pθ
I1
, ϕ̇ =

pϕ − pψ cos θ
I1 sin2 θ

, ψ̇ =
pψ
I3

− cos θ ϕ̇
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Solution

由定义 H =
∑
piq̇i − L，代入上式并化简得

H(ϕ, θ, ψ, pϕ, pθ, pψ) =
p2θ
2I1

+
(pϕ − pψ cos θ)2

2I1 sin2 θ
+
p2ψ
2I3

+mgl cos θ

(2)
Hamilton–Jacobi 方程为

∂S

∂t
+H

(
ϕ, θ, ψ,

∂S

∂ϕ
,
∂S

∂θ
,
∂S

∂ψ

)
= 0

由于 H 不含 ϕ, ψ，记 α, β, E 为积分常数（对应 pϕ = α, pψ = β）

S(t, ϕ, θ, ψ) = −Et+ αϕ+ β ψ +W (θ)

代入受限 HJ 方程得

1

2I1

(
dW

dθ

)2

+
(α− β cos θ)2

2I1 sin2 θ
+
β2

2I3
+mgl cos θ = E

故

dW

dθ
= ±

√
2I1

(
E − β2

2I3
−mgl cos θ

)
− (α− β cos θ)2

sin2 θ

于是哈密顿主函数为

S(t, ϕ, θ, ψ) = −Et+ αϕ+ βψ ±
∫
dθ

√
2I1

(
E − β2

2I3
−mgl cosϑ

)
− (α− β cosϑ)2

sin2 ϑ

9. 一个均匀圆锥体的密度为 ρ，底部圆半径为 R，高为 h。

(1) 求相对于圆锥顶点的主转动惯量 I1, I2, I3 （其中 I3 对应圆锥的对称轴）；

(2) 以圆锥顶点为固定点，求该重对称陀螺的拉氏量及三个守恒量（可以把 I1 = I2 = I 和

I3 当作已知常数，无需把上题结果代入）；

(3) 重对称陀螺能够均匀进动（章动角 θ 和进动角速度 ϕ̇保持不变）。以圆锥顶点为固定点，

求该重对称陀螺可以均匀进动的角速度 ϕ̇，并给出存在均匀进动的条件（表达式中保留

J3 和章动角 θ）。
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Solution

(1)
绕对称轴 z 的转动惯量 I3：

I3 =

∫ h

0

1

2
r2 dm =

∫ h

0

1

2

(
R2

h2
z2
)(

ρπ
R2

h2
z2 dz

)
=
ρπR4

2h4

∫ h

0

z4 dz =
ρπR4

2h4
·h

5

5
=
ρπR4h

10
.

又圆锥总质量

m = ρ · 1
3
πR2h ⇒ ρπh =

3m

R2
,

代入得

I3 =
3

10
mR2

过顶点且垂直对称轴的转动惯量 I1 = I2：取 x 轴过顶点且垂直 z 轴, 对高度 z 处薄圆

盘，其关于通过圆盘中心、平行于 x 的直径轴的转动惯量为

dIx,cm =
1

4
dmr2

而顶点轴与该直径轴相距 z，由平行轴定理

dI1 = dIx,cm + dmz2 =
1

4
dmr2 + dmz2

因此

I1 =

∫ h

0

(
1

4
r2 dm+ z2 dm

)
=

∫ h

0

[
1

4

(
R2

h2
z2
)
+ z2

](
ρπ
R2

h2
z2 dz

)
.

化简为

I1 = ρπ

∫ h

0

z4
(
R4

4h4
+
R2

h2

)
dz = ρπ

(
R4

4h4
+
R2

h2

)
h5

5
= ρπ

(
R4h

20
+
R2h3

5

)
.

仍用 ρπh = 3m
R2，得

I1 = I2 =
3m

R2

(
R4

20
+
R2h2

5

)
=

3m

20

(
R2 + 4h2

)
.

(2)
圆锥为重对称陀螺，取欧拉角 (ϕ, θ, ψ)，并记 I1 = I2 = I。则拉氏量可写为

L =
I

2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+
I3
2

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)2 −mgl cos θ

相应的正则动量

pθ =
∂L

∂θ̇
= Iθ̇,

pψ =
∂L

∂ψ̇
= I3(ψ̇ + ϕ̇ cos θ) = J3 = const
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Solution

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= Iϕ̇ sin2 θ + J3 cos θ = Jz = const

由于 L 不显含 t，能量守恒：

E =
I

2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+
J 2
3

2I3
+mgl cos θ = const

(3)
均匀进动定义为

θ̇ = 0, ϕ̇ = const.

由守恒量

pψ = I3(ψ̇ + ϕ̇ cos θ) = J3 = const, pϕ = Iϕ̇ sin2 θ + J3 cos θ = Jz = const.

故可解出

ϕ̇ =
Jz − J3 cos θ
I sin2 θ

, ψ̇ =
J3
I3

− ϕ̇ cos θ.

代入能量守恒的表达式中，得到等效势 Veff (θ)

E =
I

2
θ̇2 +

(Jz − J3 cos θ)2
2I sin2 θ

+
J 2
3

2I3
+mgl cos θ ≡ I

2
θ̇2 + Veff (θ)

故当 E = minVeff (θ) 时，θ̇ = 0，即均匀进动，此时对应的 θ 使得
dVeff (θ)

dθ
= 0，化简得

I cos θ ϕ̇ 2 − J3ϕ̇+mgl = 0.

因此均匀进动角速度为

ϕ̇ =
J3 ±

√
J 2
3 − 4Imgl cos θ
2I cos θ

存在均匀进动（实数解）的条件为

J 2
3 ≥ 4Imgl cos θ
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