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第一章 运动学

1.1 坐标变换

1.1.1 符号

求和约定: 在某一单项式中同一指标重复出现，则意味着对其求和。

(AB)ij =
n∑
k

AikBkj ⇔ (AB)ij = AikBkj

求和指标称为哑指标，若无特殊说明则均使用求和约定。如：Aii = trA

kronecker 符号:

δij ≡

1 (i = j)

0 (i ̸= j)

因此有

δii = 3 (i = 1, 2, 3)

Aikδkj = Aij

Aikδki = trA

AijBji = trAB

1
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levi-civita(排列) 符号

εijk ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δi1 δi2 δi3

δj1 δj1 δj1

δk1 δk1 δk1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
因此有

εijkAi1Aj2Ak3 = detA

εijkAilAjmAkn = εlmndetA

εijkεmnk = δimδjn − δinδjm

1.1.2 右手直角坐标系

右手直角坐标系中的基矢满足

x̂i · x̂j = δij

(x̂i × x̂j) · x̂k = εijk

在右手直角坐标系中的任意一个向量表示为：

−→r = rix̂i = (−→r · x̂i)x̂i

1.1.3 坐标变换

旋转变换矩阵:

λij ≡ x̂i
′
x̂j
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该矩阵第 i 行是 x̂i
′
轴在原坐标系中的三个方向余弦，第 j 列是 x̂j 轴

在新坐标系中的三个方向余弦

x̂i
′
= (x̂i

′ · x̂j)x̂j = λijx̂j

故

x
′

i = λijxj

同理有逆变换

x̂i = λjix̂j
′

xi = λjix
′

j

旋转变换矩阵为特殊正交阵，即

λλT = I

detλ = 1

定义正交变换 x̂i
′
= λijx̂j，detλ = 1 的变换为旋转变换，detλ = −1 的

变换为反演旋转变换

变换 λ 具有主动观点及被动观点：主动观点将变换视为作用于空间各

点上的；被动观点将变换视为作用于坐标系上的。

1.1.4 转动公式

转动公式:

−→r ′
= −→r cos θ + n̂(n̂ · −→r )(1− cos θ) + n̂×−→r sin θ

转动矩阵：

λij = δij cos θ + ninj(1− cosθ)− εijknk sin θ

通过转动矩阵，转动公式分类表示为 x̂i
′
= λijxj



第一章 运动学 4

转动角度 θ为：cos θ = trλ−1
2

,转动矩阵的转轴 n̂为其特征向量:λ · n̂ = n̂

即转动矩阵这一代数特征与其对应转动的几何特征相互推导。

无限小转动：

d
−→
θ ≡ −→n dθ

故

d−→r = d
−→
θ ×−→r

d−→r
dt

= −→ω ×−→r

|−→r (t)| = const⇔ d−→r
dt

= −→ω ×−→r

1.1.5 正交曲线坐标系

球坐标系：

−→r = rr̂

由

d
−→
Θ = dθφ̂+ dφẑ = dφ cos θr̂ − dφ sin θθ̂ + dθφ̂

得

−→v = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θφ̇φ̂
∂−→r
∂r

= r̂
∂−→r
∂θ

= ϕ̂×−→r ∂−→r
∂ϕ

= ẑ ×−→r

柱坐标系：

−→r = sŝ+ zẑ

−→v = ṡŝ+ sφ̇φ̂+ żẑ
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1.1.6 相对运动

d
−→
G

dt
= (

d
−→
G

dt
)rot +

−→ω ×
−→
G

−→v = −→v 0 +
−→v ′

+−→ω ×−→r ′

−→a = −→a 0 +
−→a ′

+−→ω × (−→ω ×−→r ′
) + 2−→ω ×−→v ′

+ −̇→ω ×−→r ′

其中 −→ω ×(−→ω ×−→r ′
)为向心加速度，2−→ω ×−→v ′

为科里奥利加速度，−̇→ω ×−→r ′

为横向加速度。

1.2 张量

1.2.1 定义

n 阶张量
↔
T 满足变化：

T
′

i1···in = λi1j1···injnTj1···jn

赝张量：T
′
i1···in = detλ · λi1j1···injnTj1···jn

二者在旋转变换下无区别，但在反演（宇称）变换下不同。

一阶张量 (矢量)−→A ：

A
′

i = λijAj

−→
A ·
−→
B ≡ AiBi

(
−→
A ×

−→
B )i ≡ εijkAjBk

二阶张量
←→
T :

T
′

ij = λikλjlTkl

或写为矩阵形式

T
′
= λTλT
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并矢：

(
−→
A
−→
B )ij ≡ AiBj

九个张量 x̂ix̂j 构成了二阶张量空间的一组基

←→
T = Tijx̂ix̂j

1.2.2 张量代数运算

张量积：

Rm+n阶 = Tm阶 ⊗ Sn阶

Ri1···im+n = Ti1···imRi1···in

并矢也为张量积。张量不变性

T
′

ijx̂i
′
x̂j

′
= Tijx̂ix̂j

点乘: 张量与矢量点乘满足 1、就近原则 2、x̂i · x̂j = δij

故
←→
T ·
−→
A = (TikAk)x̂i

−→
A ·
←→
T = (AkTkj)x̂j

−→
A ·
←→
T
−→
B = TijAiBj

矩阵表示: 
T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33



A1

A2

A3


和 

A1

A2

A3



T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33


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叉乘: 张量与矢量叉乘满足 1、就近原则 2、x̂i × x̂j = εijkx̂k

−→
A ×

−→
B = (εijkAjBk)x̂i

轴矢量之间的叉乘得到的是极矢量.

1.3 场的导数

1.3.1 梯度算子

梯度算子 ∇ ：

∇ ≡ x̂i
∂

∂xi
= x̂i∂i

∇φ = (∂iφ)x̂i

dφ = ∇φ · d−→r

∇ ·
−→
F = ∂iFi

∇
−→
F = (∂iFj)x̂ix̂j

∇×
−→
F = (εijk∂jFk)x̂i

∇ ·
←→
T = (∂kTki)x̂i

定理:

∇× (
−→
f ×−→g ) = (∇ · −→g +−→g · ∇)

−→
f − (∇ ·

−→
f +

−→
f · ∇)−→g

∇×∇φ ≡ 0

∇ · (∇×
−→
A ) ≡ 0

∂iFj = ∂jFi ⇔ ∇×
−→
F = 0⇒

−→
F = ∇φ

∇ ·
−→
F = 0⇒

−→
F = ∇×

−→
A
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1.3.2 场的变换

在两个坐标系中的同一个标量场满足:

φ
′
(x

′

1, x
′

2, x
′

2) = φ(x1, x2, x3)

1.3.3 求导约定

对矢量求导：

∂f

∂
−→
A
≡ ∂f

∂Ai

x̂i ≡ (
∂f

∂A1

,
∂f

∂A2

,
∂f

∂A3

)T

若 f = f(−→r , −̇→r , t)，则其对 t 全导数：

df

dt
=

∂f

∂−→r
−̇→r +

∂f

∂−̇→r
−̈→r +

∂f

∂t

对一组变量求导：

f = f(q1 · · · qn)
∂f

∂q
= (

∂f

∂q1
,
∂f

∂q2
, · · · , ∂f

∂qn
)T

1.4 约束

1.4.1 自由体系

N 个质点的质点组，状态参量为 (−→r , −̇→r ) = (−→r1 , · · · ,−→rn , −̇→r1 , · · · , −̇→rn)

1.4.2 完整约束体系

一般约束

f(−→r , −̇→r , t) = 0

完整约束

f(−→r , t) = 0
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一个 N 个质点 K 个完整约束的体系：

自由度 n=3N-k，构成 n 维位形曲面，法向量：

−→nα =
∂fα
∂−→r

n 维广义坐标 q，有
−→r = −→r (q, t)

切向量 −→τk = ∂−→r
∂qk

同理有 n 维广义速度 q̇，得

−̇→r =
∂−→r
∂qi

q̇i +
∂−→r
∂t

定理:
∂−̇→r
∂qk

=
d

dt

∂−→r
∂qk

∂−̇→r
∂q̇k

=
∂−→r
∂qk

1.4.3 理想约束假设

约束 fα(−→r , t) = 0 提供的约束力：

−→
N α = (

−→
N α

1 ,
−→
N α

2 , · · · ,
−→
N α

N)

理想约束假设:
−→
N = λα

∂fα
∂−→r

即约束力与位型曲面垂直。

1.4.4 动能

T =
1

2
ma
−̇→r

2
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∂T

∂−̇→r
= −→p

广义动能：

T ≡ T (−̇→r (q, q̇, t))
∂T

∂q̇k
= −→p · −→τk

1.4.5 势能

U(−→r , t) = U外(−→r , t) + 1

2

∑
a ̸=b

Uab(rab)

粒子 a 受到的力：
−→
F a = −

U外

∂−→r a

−
∑
a ̸=b

∂Uab

∂−→ra

故体系受力：
−→
F = − ∂U

∂−→r
广义力:

Qk ≡
−→
F · ∂

−→r
∂qk

= −∂U
∂qk



第二章 Lagrange 力学

2.1 Hamilton 原理

Hamilton 原理：在满足约束，且有相同端点的所有可能路径中，真

实运动是使得作用量 S =
∫ t2
t1
Ldt 取得最小值的路径。其中 L =

L(−→r , −̇→r , t) = T − U 为 Lagrange 函数.

Lagrange 函数中的动能 T 为体系总动能，势能 U 为主动力所贡献的

势能之和.

2.1.1 泛函

泛函:

I[q(t)] =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)

路径变分 δq(t)

速度变分 δq̇ ≡ d
dt
δq

加速度变分 δq̈ ≡ d
dt
δq̇

δL(q, q̇, t) =
∂L

∂qk
δqk +

∂L

∂q̇k
δq̇k

泛函变分：

δI[q(t)] =

∫ t2

t1

δLdt

11
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即变分与积分、导数均可换序。Leibniz formula:

δ(fg) = g(δf) + f(δg)

链式法则：

δg(f) =
∂g

∂f
δf

若对于任意函数 η1(x), η2(x), · · · , ηn(x), 有∫ b

a

[
n∑

k=1

Gk(x)ηk(x)]dx = 0

则 G1(x) = G2(x) = · · · = Gn(x) = 0

驻值路径

δI[q(t)] = 0⇔ δL

δqk
≡ ∂L

∂qk
− d

dt

∂L

∂q̇k
= 0

Eular-Lagrange 方程

推论：

若 L 不显含 qk，则
∂L
∂q̇k

= const

Jacob 积分:

h(q, q̇, t) ≡ q̇k
∂L

∂q̇k
− L

Lagrange 方程等价于
dh

dt
= −∂L

∂t

当 L 不显含 t 时，则 h = const，且此时 h = T + U = E.

2.1.2 Hamilton 原理的证明

证明：1

1本人认为这段证明很 cool，遂记录
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∂L

∂qk
=

∂L

∂−→r
· ∂
−→r
∂qk

+
∂L

∂−̇→r
· ∂
−̇→r
∂qk

∂L

∂q̇k
=

∂L

∂−̇→r
· ∂
−̇→r
q̇k

=
∂L

∂−̇→r
· ∂
−→r
qk

d

dt
(
∂L

∂q̇k
) =

d

dt
(
∂L

∂−̇→r
· ∂
−→r
qk

) = (
d

dt

∂L

∂−̇→r
) · ∂
−→r
qk

+
∂L

∂−̇→r
· ∂
−̇→r
qk

故 δL
δqk
可改写为：

δL

δqk
=
∂L

∂qk
− d

dt

∂L

∂q̇k
= (

∂L

∂−→r
− d

dt

∂L

∂−̇→r
) · ∂
−→r
∂qk

对于 Lagrange 函数

L = T (−̇→r , t)− U(−→r , t)

将 T 和 U 代入改写后的 δL
δqk

δT

δqk
= (

∂T

∂−→r
− d

dt

∂T

∂−̇→r
) · ∂
−→r
∂qk

= −−̇→p · ∂
−→r
∂qk

δT

δqk
= (

∂T

∂−→r
− d

dt

∂T

∂−̇→r
) · ∂
−→r
∂qk

= −
−→
F · ∂

−→r
∂qk

故 Eular-Lagrange 方程可改写为

δL

δqk
= (
−→
F − −̇→q ) · ∂

−→r
∂qk

= 0

这就是理想约束假设下的牛顿第二定律。

2.1.3 推论

广义动量:

pk ≡
∂L

∂q̇k

故 Jacob 积分

h(q, q̇, t) ≡ q̇k
∂L

∂q̇k
− L = pkq̇k − L
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满足 dh
dt

= −∂L
∂t

若 L 不显含 qk，则 pk = const.

若 L 不显含 t，则 h=const.

广义力：

Qk ≡
−→
F · ∂

−→r
∂qk

= −∂U
∂qk

即广义力是势能对广义坐标的导数。体系的平衡位置即是使广义力 Qk = 0

的位置。

2.1.4 Lagrange 函数的性质

惯性系: Lagrange 函数的动能与势能是在惯性系下观测得到的，若在

非惯性系中，则 Lagrange 函数的动能为非惯性系中的动能，势能则除了主

动力还需考虑惯性力的贡献。

一般不采用非惯性系中的 Lagrange 函数，只需在惯性系中写出 L 函

数，并利用下面的规范变换化简即可得到相同结果。

Lagrange 函数的不确定性（规范变换）:

L
′
(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +

dF (q, t)

dt

规范变换前后的 Lagrange 函数满足相同的拉格朗日方程，故可描述同一体

系, 其中不依赖于 q̇ 的 F (q, t) 称为规范函数。

可加性：对于一个体系的 A，B两部分，若两部分之间相互作用的势能

可忽略，则

LA+B = LA(qA, q̇A) + LB(qB, ˙qB)

即此时二者可视为孤立体系处理。

通常情况下，我们反向使用该性质：即对于一个体系，可以通过选取合

适的广义坐标 qA 和 qB，将对应的 Lagrange 函数化简为分别只和 qA,qB 相

关的两部分，即可将耦合的体系拆分成了孤立的研究对象。
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2.2 拉格朗日乘子法

2.2.1 约束力 f(−→r , t) = 0

对于自由度为 s 的体系，为求解约束力 f(−→r , t) = 0，

1、设想将该约束解除，则体系由 s+1个不独立的广义坐标 q = (q1, · · · , qs+1)

描述。

通过变换方程将约束方程写为

f(q, t) = 0

2、广义约束力：

Q
′

k =
−→
N · ∂

−→r
∂qk

= λ
∂f

∂qk

其中 λ 称为拉格朗日乘子，若将 Q
′

k 排列为矢量
−→
Q

′
，则在广义坐标 q 构成

的空间中，
−→
Q

′
与超曲面 f=0 垂直。

将牛顿方程
−→
F +

−→
N −

−̇→
P = 0 在方向 ∂−→r

∂qk
上作投影。

得到：
δL

δqk
+Q

′

k = 0

即在求解约束力问题时有 q, λ 这 s+2 个未知量及如下 s+2 个方程：
d
dt

∂L
∂q̇k
− ∂L

∂qk
= λ ∂f

∂qk

f(q, t) = 0

注意写出上式第一个方程（也叫带乘子的拉格朗日方程）时不可提前代入

约束条件，否则将会化为广义坐标相互独立的情况。

由这 s+2 个方程就可以确定体系的位形 qk 以及广义约束力 λ ∂f
∂qk
。

2.2.2 几点说明

若将 λ 视为广义坐标，则可定义如下拉格朗日函数：

L̃ ≜ L(q, q̇, t) + λf(q, t) = L̃(q, λ, q̇, t)
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拉格朗日方程则化为 
δL̃
δqk

= δL
δqk

+ λ ∂f
∂qk

= 0

δL̃
δλ

= f = 0

即对应了 2.2.1 中求解约束力问题的 s+2 个方程。

同样的定义了新的 Jacob 积分：

h̃ ≜ P̃kq̇k + P̃λλ̇− L̃ = h− λf

与不含约束方程的雅可比积分有相同结论，若 L̃ 不显含 t，则 h̃ = const

而对于多个约束的情况，只需将 λf 用 λαfα 替换即可。

静力学问题:

前面提到，若仅需求解平衡位置，则使广义力为 0 即可求解：

∂U

∂qk
= 0

若要得到体系平衡位置的约束力，则使用拉格朗日乘子法：

∂U

∂qk
= λ

∂f

∂qk

即

Q
′

k +Qk = 0

2.3 更一般的相互作用下的拉格朗日力学

2.3.1 有势力与广义势能

若主动力
−→
F (−→q , −̇→q , t) 可以被广义势能 U(−→q , −̇→q , t) 描述如下

−→
F = − δU

δ−→r
= − ∂U

∂−→r
+
d

dt

∂U

∂−̇→r
广义主动力

Qk ≜
−→
F · ∂

−→r
∂qk

= − δU
δqk



第二章 LAGRANGE 力学 17

此时拉格朗日方程 δL
δqk
仍然成立。通常的势能只是广义势能的特例。

与拉格朗日函数类似，广义势能也具有不确定性，即：

U
′
= U +

dF (q, t)

dt

其中 U
′
与 U 描述相同的主动力，且对应相同拉格朗日方程，故可描述同

一体系。

惯性力也可被广义势能描述：在平动的非惯性系中 −→v = −→v0(t)+
−→
v

′
，体

系拉格朗日函数可化简为

L
′
= T

′ − U − U ′

其中 T
′
= 1

2
m
−→
v

′ 2 为体系在非惯性系中的动能，U
′
= m−→a0 ·

−→
r
′
。

同样的转动非惯性系中也有 L
′
= T

′ − U − U ′

因而建议在惯性系中写出体系拉格朗日函数 L，化简后可得到非惯性

系中的物理解读。

2.3.2 非势力

主动力可以表示为两部分

−→
F =

−→
F P +

−→
FD

其中
−→
F P = − ∂U

∂−→r 为可被广义势能描述的主动力，而
−→
FD 则不可被广义势能

描述。

由于牛顿方程为
−→
F P +

−→
FD −

−̇→
P = 0 和 δL

δqk
= (
−→
F P −

−̇→
P ) · ∂−→r

∂qk

因此此时拉格朗日方程应拓展为更一般的形式：

δL

δqk
+Dk = 0

其中广义力 Dk ≜
−→
FD · ∂−→r

∂qk
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耗散力：若
−→
FD 具有如下形式

−→
FD = −g(v)v̂ (g > 0)

, 则称之为耗散力。

广义耗散力

Dk ≜
−→
FD · ∂

−→r
∂qk

= −g(v) ∂v
∂q̇k

= −∂F
∂q̇k

即广义耗散力被耗散函数描述, 耗散函数定义为：

F ≜
∫ v

0

g(z)dz = F(v) = F(q, q̇, t)

故在耗散力的作用下拉格朗日方程可写为：

δL

δqk
+Dk =

δL

δqk
− ∂F
∂q̇k

= 0

2.3.3 d’Alembert 原理

定义虚位移 δ−→r ≜ ∂−→r
∂qk
δqk ，根据虚位移定义知，虚位移应满足约束与

位形曲面相切。

则牛顿方程可写为：

(
−→
F −

−̇→
P ) · δ−→r = 0

借助虚位移，理想约束假设有等价表述：

Q
′

k =
−→
N · ∂

−→r
∂qk

= 0⇔ Q
′

kδqk =
−→
N · δ−→r = 0

即约束力与虚位移垂直

2.3.4 平衡问题

体系平衡时

Qk ≜
−→
F · ∂

−→r
∂qk

= 0
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由于
−→
F 无法表示为 − ∂U

∂−→r ，故此时不可用
∂U
∂−→r = 0

虚功原理：

Qkδqk =
−→
F · δ−→r = 0

当体系受到多个主动力时，只需满足
−→
Fα · δ−→rα = 0 即可。

2.3.5 冲击力问题

冲击力问题是指作用时间 ∆t → 0 的一类问题，可认为作用前后体系

位形不变。

对牛顿方程 δT
δqk

+Qk = 0 积分得到冲击力问题的运动方程：

∂T

∂q̇k

∣∣∣∣∆t

0

= Ik ≜ Iα
∂−→rα
∂qk

2.4 对称与守恒

2.4.1 守恒量

状态参量的函数 Γ(q, q̂, t) 称为力学量，如果体系运动过程中有 dΓ
dt

= 0

则称该力学量是守恒的。

一个自由度为 n 的系统，至多有 2n 个独立的守恒量，至多有 2n-1 个

不显含时间 t 的独立的守恒量。

对于不同的守恒量 fα，可通过下面的方法判断其是否相互独立：构造

矩阵 M：

M =


∂f1
∂q

∂f1
∂q̇

... ...
∂fn
∂q

∂fn
∂q̇


若矩阵 M 的行列式 det(M)=n，则这 n 个守恒量相互独立。
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2.4.2 对称性

对于坐标 X 及标量函数 φ(X)，变换将 X → X
′
，同时将 X 处的函数

值 φ 带到了 X
′
处并由此定义了一个新的函数 φ

′
，即 φ

′
(X

′
) = φ(X)。

如果有 φ
′
(X

′
) = φ(X

′
) 即 φ(X

′
) = φ(X)，则称变换 X → X

′
是 φ(X)

的对称变换。

2.4.3 动力学对称性

单参数点变换：将位形空间中依赖于一个参数 ε 的坐标变换称为单参

数点变换，数学表示为：

qk → Qk = Qk(q, t; ε)

且 ε = 0 时该变换为恒等变换, 广义速度在此变换下变为：

q̇k → Q̇k(q, q̇, t; ε) =
∂Qk

∂qi
q̇i +

∂Qk

∂t

无穷小变换：在 ε→ 0 时，变换为无穷小变换，仅保留 ε 的一阶项：

qk → Qk = qk + εsk

其中

sk =
∂Qk

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

q̇k → Q̇k = q̇k + εṡk

对于如上变换，定义：

Lε(q, q̇, t) ≜ L(Q, Q̇, t)

应当注意式中 L(Q, Q̇, t) 不为以 Q 为广义坐标的拉格朗日函数，仅是

将 Q 直接替换 L(q, q̇, t) 的 q 中得到的。
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我们称 L(q, q̇, t) 在变换下是不变的，如果

Lε(q, q̇, t) = L(q, q̇, t)

我们称 L(q, q̇, t) 在变换下是规范不变的，如果

Lε(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
dF (q, t; ε)

dt

显然，“不变”是“规范不变”的一种特殊情况，此时我们称该变换为

L(q, q̇, t) 的对称变换。

在无穷小变换下，保留 ε 的一阶项：

Lε = L+ ε
dG

dt

其中

G ≜ ∂F

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

2.4.4 Noether’ theorem

如果变换 qk → Qk(q, t; ε) 是体系 L(q, q̇, t) 的对称变换，即

Lε(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
dF (q, t)

dt

则

Γ = pksk −G

为守恒量，其中 k 满足求和约定，pk = ∂L
∂q̇k
为广义动量，sk =

∂Qk

∂ε

∣∣
ε=0
，

G ≜ ∂F
∂ε

∣∣
ε=0

诺特定理的另一种表述：

如果变换 qk → Qk = qk + δqk 是体系 L(q, q̇, t) 的对称变换，即

Lε(q, q̇, t) =
d

dt
δF (q, t)

则

Γ = pk · δqk − δF

为守恒量。
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2.4.5 三维空间的诺特定理

三维空间中无穷小变换为：

−→r (q, t)→
−→
R (q, t; ε) = −→r + ε−→η

若 −→r (q, t)→
−→
R (q, t; ε) 是体系 L(−→r , −̇→r , t) 的对称变换，即

Lε(
−→r , −̇→r , t) ≜ L(

−→
R,
−̇→
R, t) = L(−→r , −̇→r , t) + dF (−→r , t)

dt

则

Γ =
∂L

∂−̇→r
· −→η −G

为守恒量，其中 −→η = ∂
−→
R
∂ε

∣∣
ε=0

2.4.6 孤立体系

孤立体系中：

L = T − U =
1

2
ma
−̇→ra

2
− Uab(rab)

Γ = −→pa · −→ηa −G

1、空间平移

−→ra →
−→
Ra =

−→ra + εn̂

L 不变，−→P = mav
2
a 为守恒量

2、空间转动

−→ra →
−→
Ra =

−→ra + εn̂×−→ra

L 不变，−→L = −→ra ×
−→
Pa 为守恒量。

3、速度变换（推动）
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−→ra →
−→
Ra =

−→ra + εn̂t

⇒ −̇→ra →
−̇→
Ra =

−̇→ra + εn̂

L 规范不变，−̈→Rc = 0，即质心作匀速直线运动。

2.4.7 非孤立体系的动量与角动量

外场中的体系拉格朗日函数为：

L =
1

2
mav

2
a −

1

2
Uab(rab)− U外(−→r , t)

其中 U外(−→r , t) 是外场贡献的势能。

由于 2.4.6 的讨论，体系的动能及体系内部相互作用的势能在空间平移

和空间转动下是不变的，因此拉格朗日函数是否具有对称性完全由外场决

定。

对于处在外场中的体系，为了判断其动量和角动量的分量是否守恒，只

需考察产生外场的“荷”是否具有相应的平移或转动对称性。特别的，对于

均匀分布的“荷”，其对称性即为其几何对称性。

例如：

对于 XOY 平面上的无限大的均匀荷分布，由于沿 x、y 方向的空间平

移对称性，动量的 x、y分量为守恒量；由于以 z为转轴的空间转动对称性，

z 方向的角动量为守恒量。

对于圆心位于圆点处于 x、y 平面的均匀圆盘，由于以 z 为转轴的空间

转动对称性，z 方向的角动量为守恒量。

对于两个点荷的场，沿点荷连线方向的角动量分量为守恒量。

对于无限长圆柱螺旋线场，可以通过空间平移荷转动的组合得到对称

性。
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2.4.8 有关时间的变换

将 t 视为广义坐标，以 σ 为自变量，则 t = t(σ)，q = q[t(σ)] , 记

t
′ ≜ dt

dσ
, 则 q̇ = dq

dt
= q

′

t′
作用量 S =

∫ t2
t1
L(q, q̇, t)dt =

∫ σ2

σ1
L̃(q, t, q

′
, t

′
)dσ 其中

L̃ ≜ t
′
L(q, q

′

t′
, t)，同时有：

P̃k ≜
∂L̃

∂q
′
k

= Pk, P̃t ≜
∂L̃

∂t′
= −h

以时间 t 作为广义坐标时诺特定理为：

对于变换 qk → Qk(q, t; ε),sk = ∂Qk

∂ε

∣∣
ε=0
或 t→ τ(q, t; ε), st =

∂τ
∂ε

∣∣
ε=0

若上述变换为对称变换，即 dτ
dt
Lε(q, q̇, t) ≜ dτ

dt
L(Q, Q

′

τ ′
, τ) = L(q, q̇, t) +

dF (q,t;ε)
dt

, 则 Γ = Pksk − hst −G 为守恒量。
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3.1 简谐近似

3.1.1 体系描述

关于微振动体系的假设有以下两点：

首先，体系外部约束和外场稳定：坐标变换方程不显含时间 t，即 −→r =

−→r (q)。外场稳定则势能函数也不显含时间 t，即 U = U(q)。

此时动能为广义速度的二次齐次函数

T =
1

2
mij q̇iq̇j

其次，体系存在稳定平衡位置记作 q(0) = (q
(0)
1 , ·, q(0)n )。因此有：

∂U

∂qk

∣∣
q=q(0)

= 0

即微小偏移引起的体系势能变化为广义坐标偏离的二阶小量。

3.1.2 简谐近似

将广义坐标与平衡位置的偏离量 ξi ≜ qi − q(0)i 作为新的广义坐标。

仅考虑二阶项系数不为零的简谐近似。由于动能 T 中的 ξ̇iξ̇j = q̇iq̇j 为

二阶小量，故只需保留 mij 的常数项，取 Mij ≜ mij(q = q(0))，有

T =
1

2
Mij ξ̇iξ̇j

25
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对于势能的近似，可以将常数项略去（因为拉格朗日函数的规范变换），

得到

U =
1

2
Kijξiξj

因此简谐近似下体系的动能和势能分别为广义速度和广义坐标的二次

齐次且正定的函数。

拉格朗日函数为：

L = T − U =
1

2
Mij ξ̇iξ̇j −

1

2
Kijξiξj

拉格朗日方程为：

− δL
δξk

=Mkj ξ̈j +Kkjξj = 0

将拉格朗日方程写成矩阵形式即为：

Mξ̈ +Kξ = 0

其中 M、K 均为对称正定矩阵。

在解决实际问题时，可以直接写出保留二阶项的拉格朗日函数，并通

过下式求得 M，K：

Mij =
∂2L

∂ξ̇i∂ξ̇j

Kij =
∂2L

∂ξiξj

3.2 简正坐标与简正模

3.2.1 简正坐标

在简谐近似下的拉格朗日方程为 Mξ̈ +Kξ = 0，下面的思路即是通过

对该方程解耦来进行处理。
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而简正坐标 η 便是方程解耦后新的自变量。设变换 ξ = Aη，其中 A为

可逆矩阵且元素为常数。

拉格朗日方程变为

MAη̈ +KAη = 0

令 ξ与η 的变换矩阵 A 满足：

KA =MAΩd

其中 Ωd = diag(ω2
1, · · · , ω2

n)。则由拉格朗日方程可得：

η̈ + Ωdη = 0

或者写为分量式

η̈i + ω2
i ηi = 0 （不求和）

也就是我们通过将 ξ 变为简正坐标 η 使得拉格朗日方程解耦。

3.2.2 特征值与特征向量

将 A 以列向量排列 A = (A(1), · · · , A(n)) 即 Aij = A
(j)
i ，则 A 所满足的

方程写为：

KA(i) = ω2
iMA(i)

用列向量 X 表示 A 的列向量，则求矩阵 A 的问题变为求解下面的方

程：

KX = ω2MX

该方程称为矩阵 K 关于对称正定矩阵 M 的特征向量方程，方程的非

零解 X 称为特征值 ω2 的特征向量。

对于该特征向量方程，若方程有非零解，则

det(ω2M −K) = 0
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将由该特征值方程（久期方程）得到的 n 个 ω2（且可以证明 ω2 > 0）

代回特征向量方程 KX = ω2MX，此时特征向量方程为实系数线性齐次方

程组，便可求得实的特征向量 X，也就求得了变换矩阵 A。

3.2.3 简正模

通过变换 ξ = Aη 解耦后的拉格朗日方程为

η̈i + ω2
i ηi = 0 （不求和）

即每一个简正坐标满足简谐振动方程，有

ηi(t) = λicos(ωit+ φ) = aicos(ωit) + bisin(ωit)

通过变换公式即可求得广义坐标：

ξ = Aη = A(1)η1(t) + · · ·+ A(n)ηn(t)

我们将每一个频率为 ωi 的简谐振动 A(i)ηi(t) 称为一个简正模，记作

ωk ↔ A(k)

故真实运动即为简正模的线性组合。

3.2.4 试探特解

对于关于 ξ 的方程

Mξ̈ +Kξ = 0

我们可以通过试探特解的方法求解。即将试探解 ξ = X cos(ωt+ φ) 代

入方程 Mξ̈ +Kξ = 0 中，得到特征向量方程，从而解得 ω 及对应的 X，该

方法的本质仍然是通过简正模的线性组合得到真实运动。
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3.2.5 只与粒子径向距离有关的力

若有势力仅与体系中粒子的径向距离有关，如引力、弹性力、静电力

等，因而他们的势能也仅与体系中粒子的径向距离有关，记势能为：

U(r) = U(|−→r |) = U(|
−→
R +−→u |)

其中，记 −→r 在坐标轴的投影为 xi，记平衡位置
−→
R 在坐标轴的投影为 Xi，

微小偏离量 −→u 在坐标轴的投影为 ui。

由泰勒展开得：

U(r) = U(R) +
∂U

∂xi

∣∣∣∣
R

ui +
∂2U

∂xi∂xj

∣∣∣∣
R

uiuj

= U(R) + (R̂ · −→u )U ′
(R) +

1

2
(R̂ · −→u )2U ′′

(R) +
u2 − (R̂ · −→u )2

2R
U

′
(R)

其中第二个等号即是将分量的泰勒展开式整理为了矢量式。

3.2.6 分子振动

对于 n 个粒子构成的三维空间中的孤立体系，体系势能仅与体系中粒

子的径向距离有关，体系整体的平动和转动各需要三个广义坐标，故体系

的振动自由度为 3n-6。同样的，在二维空间中，体系振动自由度为 2n-3。

对于这种分子振动的问题，我们有两种解决方法：

方法一：剔除平动、转动自由度

由于我们只关心体系的振动，故可以假设体系没有平动和转动自由度，

进一步，我们可假设体系的总动量和总角动量为 0。由此我们可以得到如下

约束： ∑
ma
−→ua = 0

及 ∑−→
Ra ×ma

−→ua = 0
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通过上式对粒子偏离量的约束剔除了体系的平动转动自由度，使我们

的研究仅限于体系的振动上。

方法二：零模

当体系整体作平动或转动时，体系的势能并不改变，也就意味着矩阵

K 此时并不正定（仍保持非负），因而 K 有 0 特征值，其对应的模称为零

模：

ωi ↔ A(i)

零模对应的简正坐标的运动为

ηi = λt+ φ

零模所对应的简正运动即为体系整体的平动与转动，此时体系的真实

运动仍为简正模的线性组合 ξ = ηiA
(i)

若选择用试探特解求解，仍然可以将试探解 ξ = X cos(ωt + φ) 代入

Mξ̈ +Kξ = 0 , 只需将 ω = 0 的试探解改为 ξ = X(λt+ φ) 即可。

例：对于一个正三角形分子，将坐标系原点 o 设立在三角形中心，o 到

三个顶点平衡位置的矢量分别记为
−→
R1、

−→
R2、

−→
R3，记三个顶点与各自平衡位

置的微小偏离量为 −→u1、−→u2、−→u3，体系势能 U = V (r12) + V (R23) + V (R31)，

则可以得到体系势能为：

U ≈
1

2
k[(R̂12 · −→u12)2 + (R̂23 · −→u23)2 + (R̂31 · −→u31)2]

其中，k ≜ V
′′
(R)。

故将 K 写作势能对 −→u1、−→u2、−→u3 的二阶偏导，即

K =
∂2U

∂−→ui∂−→uj
= k


R̂12R̂12 + R̂31R̂31 −R̂12R̂12 −R̂31R̂31

−R̂12R̂12 R̂12R̂12 + R̂23R̂23 −R̂23R̂23

−R̂31R̂31 −R̂23R̂23 R̂23R̂23 + R̂31R̂31


下面采用猜解的方式解决：
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首先猜测零解。猜测零模分别为体系整体沿两个垂直坐标轴方向的平

动和绕中心的转动；猜测非零解分别为三个粒子沿径向扩张为更大的等边

三角形、保持质心不变成以 2、3 或 1、2 粒子为底边的等腰三角形。将对

应的


−→u1
−→u2
−→u3

 代入
ω2MX = KX

进行验证，得到体系的六个简正模。

3.3 一维链的振动

3.3.1 简谐近似

讨论由 n 个质量相同为 m 的粒子构成的体系。相邻粒子间由原长 d0

弹性系数 K0 的橡皮筋链接。且平衡时每段橡皮筋长度为 d，记一维链方向

为 x 轴。第 a 个粒子相对于平衡位置的偏离量在 x 轴及垂直方向的投影分

别为 φa, ψa。

体系势能略去常数项后为：

U =
1

2
K0

n∑
a=0

(φa+1 − φa)
2 +

1

2
K

n∑
a=0

(ψa+1 − ψa)
2

其中 K ≜ K0(1 − d0/d)。于是平衡位置附近的一维链的拉格朗日函数

为：

L = [
1

2
m

∑
φ̇a

2− 1

2
K0

∑
(φa+1−φa)

2]+[
1

2
m

∑
ψ̇a

2− 1

2
K

∑
(ψa+1−ψa)

2]

可见一维链中 φ 描述的纵向运动和 ψ 描述的横向运动互不影响。且二

者只有 K 和 K0 的区别。
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3.3.2 横向运动

横向运动拉格朗日函数为：

L =
1

2
m

∑
a

ψ̇a
2 − 1

2
K

∑
a

(ψa+1 − ψa)
2

拉格朗日方程为：

ψ̈a = −ω2
0(2ψa − ψa+1 − ψa−1) a = 1, · · · , n

其中，ω0 =
√
K/m。下面采用猜解的方式处理横向运动（纯数学的方

式较为繁琐）：

由于一维链的的两端都为固定端，猜测简正模为驻波。对于左右两端

长度为 D 的驻波，若一共含有 k 个半波长，则 λk = 2D
k
，驻波的振动方程

为：

ψ = C sin 2πx

λk
cos(ωt+ φ)

对于第 a 个粒子，xa = ad，将含有 k 个半波长的驻波视为其试探解，

则将 xa, λk 代入驻波振动方程有：

ψa = C sin kaπ

n+ 1
cos(ωkt+ φ)

将试探解代入拉格朗日方程验证成立，同时解得:

ωk = 2ω0 sin kπ

2(n+ 1)

3.4 场论初步

3.4.1 连续极限

下面通过将一维链问题取极限过渡至一维场的问题，即从离散过渡至

连续：
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将一维链横向运动问题中的粒子数 n 变为 sn，即每个粒子拓展为 s 个

粒子。则质量 m → ∆m = m
s

, 相邻粒子距离 d → ∆x = d
s
每段橡皮筋弹性

系数 K → sK。

在这种拓展下有不变量：线密度 ρ = m
d
= ∆m

∆x
和具有力的量纲的 Y ≜

Kd = (sK)(d
s
)。于是

ω2
0 =

K

m
→ sk

∆m
=

Y

ρ(∆x)2
=

v2

(∆x)2

其中 v ≜
√

Y
ρ
，将第 a 个粒子的广义坐标 ψa 变为关于位置的函数

ψ(x)。

将以上改变代入拉格朗日方程中并取极限 s →∞，便可得到连续的一

维场。

将拉格朗日函数用拉格朗日密度表示：L =
∫

L dx。场对应的拉格朗

日密度为：

L =
1

2
ρ[(
∂ψ

∂t
)2 − v2(∂ψ

∂x
)2]

拉格朗日方程变为：
∂2ψ

∂t2
= v2

∂2ψ

∂x2

该式即为一维的波动方程。

所以与离散情况相比，我们是将拉格朗日函数变为拉格朗日密度 L →

L，将广义坐标变为场 q → ψ，将时间坐标变为时空坐标 t→ t, x。

离散的拉格朗日方程 δL
δqk

= ∂L
∂qk
− d

dt
∂L
∂q̇k

= 0，变为了场的拉格朗日方程：

δL

δψ
≜ ∂L

∂ψ
− ∂t

∂L

∂(∂ψ/∂t)
− ∂x

∂L

∂(∂ψ/∂x)
= 0

3.4.2 场及其变分

首先对符号进行一些规定：用 x 代表时空坐标

x ≜ (x0, x1, x2, x3) = (t,−→r )
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约定希腊字母指标表示时空坐标，小写字母指标表示空间指标。并假

设场 ψ 有 N 个分量：ψI (I = 1, · · · , N)。用 ∂ψ 表示 4N 个导数 ∂αψI 的

集合。

故拉格朗日密度 L = L (ψ, ∂ψ, x)。

也就是说，在连续体系中，四个时空坐标 x 相当于离散体系的时间 t，

场及其导数相当于广义坐标广义速度。作用量为：

S =

∫
R

L d4x

其中 R 是四维时空中的区域。

对于场的变分：

ψI → ψI + δψI

δ(∂αψI) = ∂αδψI
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4.1 勒让德变换

4.1.1 相空间

对于一个 n 个自由度的体系，我们用 (q, q̇) 这 2n 个状态参量生成的速

度像空间来描述体系的运动状态，这是因为在 (q, q̇, t) 确定时，体系的 q̈ 由

体系的拉格朗日方程所确定，即体系的真实运动被相点位置决定。

下面我们考虑用另一组变量 (q,p) 作为体系状态参量描述体系状态，

where p 是与 q 共轭的广义动量。可以证明 (q,p) 相空间中的相点位置同样

可以决定体系的运动状态，即 (q,p) 确实可以作为体系的一组状态参量（此

处不给出详细的数学上的证明）。

与速度相空间类似，在 (q,p) 相空间中不同轨迹不可能在同一时刻相

交。在后面的问题处理时，我们将 (q,p) 视作一组对称的状态参量（这是由

其性质决定的），这种对称性带来了极大便利。

4.1.2 Legendre transformation

在较为几何的观点上看，勒让德变换是将图像用切线与截距所作为坐

标进行描述，当满足海斯条件时，二者所包含的信息是相同的。下面详细讲

述这种变换：

35
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对于多变量函数 f(x, y) = f(x1, · · · , xn, y1, · · · , ym)，定义

ui =
∂f

∂xi

则 f(x,y) 对 x 的勒让德变换为：

g(u, y) ≜ uixi − f(x, y)

由勒让德变换的定义，我们可以得到以下性质：

uk =
∂f

∂xk
, xk =

∂g

∂uk

而对于 f,g 二者共同的自变量 y，有：
∂f

∂yk
= − ∂g

∂yk

在哈密顿力学中，我们关注的是勒让德变换将 Lagrangian 和 Hamilto-

nian 联系。

4.2 哈密顿方程

4.2.1 哈密顿函数

我们对拉格朗日函数作勒让德变换，并定义变换后的函数为哈密顿函

数：

H(q, p, t) ≜ pkq̇k − L

变换的结果 H 应通过 pk = ∂L
∂q̇k
的反变换写作 H = H(q, p, t) ，由于勒

让德变换不丢失体系信息，故哈密顿函数也包含了体系全部动力学信息。

哈密顿函数与拉格朗日力学中的雅可比积分拥有同样的数值，因此

dH

dt
=
dh

dt

但是由于二者自变量不同，故对 t 的依赖关系一般也不同：
∂H

∂t
̸= ∂h

∂t
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4.2.2 哈密顿方程

我们将勒让德变换的性质应用于哈密顿函数的定义这一具体的变换，便

得到：

q̇k =
∂H

∂pk
, ṗk = −

∂H

∂qk

前一方程为勒让德变换的性质（也就是广义动量的定义），而后一方程

则结合了拉格朗日方程。这 2n 个微分方程描述了体系状态参量 (q,p) 随时

间的演化，称为哈密顿方程。

由于哈密顿方程的对称性，故也称为 Canonical equation。

计算哈密顿量对时间 t 的全导数，可以得到：

dH

dt
=
∂H

∂t

因此，当 H 不显含 t 时，H 为体系的运动常数。

4.2.3 Rowth 方法

对于一个 n自由度体系，将 H的循环坐标区分开，设 (q1, · · · , qs)为非

循环坐标 qk，(qs+1, · · · , qn) 为循环坐标 qa

由于哈密顿方程，H = H(qk, pk, pa, t)中的循环坐标共轭的广义动量 pa

为运动常数处理较为简便，故有下面的劳斯方法：

仅对循环坐标 qa 进行勒让德变换，即

R ≜ paq̇a − L = R(qk, q̇k, pa, t)

对应的方程为拉格朗日方程和哈密顿方程：

q̇a =
∂R

∂pa
, pa = const,

∂R

∂qk
− d

dt

∂R

∂q̇k
= 0
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4.3 哈密顿体系

4.3.1 Canonical variables

由于正则方程的对称性，我们将广义坐标 q 和广义动量 p 称为正则变

量 (Canonical variables)。

采用 ξ 描述正则变量，ξK = qk, ξn+K = pk，即：

ξ =

q
p


由此，正则方程可以写为：

ξ̇ = Ω
∂H

∂ξ

where Ω =

 0 I

−I 0

，关于矩阵 Ω，其是一个反对称正交矩阵，即

ΩT = −Ω,ΩTΩ = I。

4.3.2 Hamiltonian system

定义：

∆H(ξ, t) = Ω
∂H

∂ξ

为哈密顿量 H(ξ, t) 生成的矢量场。

根据正则方程 ξ̇ = ∆H 知，∆H 为 ξ 的速度场，这样的体系称为哈密顿

量 H 生成的哈密顿体系。

当给定一个体系的速度场 ξ̇ = X(ξ, t) 时，可以通过下面的方法判定其

是否为哈密顿体系。

即判断是否存在哈密顿函数 H(ξ, t)，使得 X = Ω∂H
∂ξ

, 对等式两边同时

乘以矩阵 Ω，得 −ΩX = ∂H
∂ξ
，
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注意到等式右侧为哈密顿量的梯度，故H存在的充要条件为场 Y = ΩX

无旋，即

∂αYβ = ∂βYα

4.3.3 相空间中的哈密顿原理

定义相空间中的 Lagrangian：

L̃(ξ, ξ̇, t) = pkq̇k −H(q, p, t)

应注意 L̃ 并不是 H 的勒让德变换即并不是拉格朗日函数，这是因为 L̃

的定义式中并不将广义动量 p 变换为 q̇，故其自变量为 (ξ, ξ̇, t)。

而相空间中的哈密顿原理是指：

对于 H(ξ, t) 生成的哈密顿体系，如果相点在 t1 时刻和 t2 时刻在相空

间中的位置固定，则具有相同端点的所有可能路径中，真实运动是使得作

用量

S̃ =

∫ t2

t1

L̃dt

取驻值的路径。

事实上，我们可以将可能路径的范围放宽至：相点在 t1 时刻和 t2 时刻

具有相同的广义坐标，则真实运动仍然是所有可能路径中使作用量取驻值

的路径。

4.4 泊松括号

4.4.1 definition

定义相空间中的函数 f(ξ, t)为力学量。下面定义一种数学运算 poisson

bracket：

[f, g] ≜ ∂f

∂ξρ
Ωρσ

∂g

∂ξσ
=

∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂qk

还可在 [ ] 右下角标出状态参量来对其进行强调：[f, g]ξ
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4.4.2 数学性质

1、反对称性

[f, g] = −[g, f ]

因而 [f,f]=0

2、双线性性

[aifi, bjgj] = aibj[fi, gj]

3、雅可比恒等式

[f, [g, h]] + [h, [f, g]] + [g, [h, f ]] = 0

这一恒等式可与叉乘类比记忆。

4、莱布尼兹法则

由于导数运算的莱布尼兹法则：

[f, gh] = [f, g]h+ g[f, h]

将等式右端写成保持 gh 相乘顺序不变是为了与量子力学对应。

5、链式法则由于导数运算的链式法则：

[f, g(h)] = [f, h]
∂g

∂h

故 [f, g(f)] = 0

6、基本泊松括号

[ξα, ξβ]ξ = Ωαβ

特别的，

[qi, qj] = [pi, pj] = 0, [qi, pj] = δij = −[pi, pj]

[qi, f ] =
∂f

∂pi
, [pi, f ] = −

∂f

∂qi
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之所以将状态参量的泊松括号称为基本泊松括号，是因为对于任意力学量

f,g，应用链式法则有

[f, g]ξ =
∂f

∂ξα
[ξα, ξβ]ξ

∂g

∂ξβ

7、对参数 t 的偏导数

∂t[f, g] = [∂ft, g] + [f, ∂tg]

值得一提的是，在我们仅将泊松括号作为一种数学运算时，t 仅仅是一

个参数，只有当我们考虑物理问题时，我们才赋予 t 时间的含义。

4.4.3 泊松括号在哈密顿体系的应用

在上面我们只是定义了一种数学运算或者说是记号，下面我们将这种

记号运用于哈密顿体系。

正则方程即为：

ξ̇α = [ξα, H]

对任一力学量 f(ξ, t)，其对时间的全导数为：

ḟ = [f,H] +
∂f

∂t

因此相空间中的力学量 ḟ 对时间的全导数仍然可以写作状态参量的函

数 ḟ(ξ, t)，即力学量对时间的全导数仍为力学量。

泊松定理：在哈密顿体系中，对于力学量 f,g，其泊松括号 [f,g] 仍为力

学量，其对时间导数为：

d

dt
[f, g] = [

d

dt
f, g] + [f,

d

dt
g]

因此力学量泊松括号的导数可类比莱布尼兹法则，于是高阶导数有：

dn

dtn
[f, g] = ΣC i

n[f
(i), g(n−i)]

由此知，如果 f,g为运动常数，所以 [f,g]的 n阶导数也为运动常数，也

就是我们可以通过两个运动常数利用泊松括号构造出任意多运动常数，不

过我们知道 n 自由度体系的独立运动常数只有 2n 个。
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4.4.4 泊松括号判断哈密顿体系

利用泊松括号，哈密顿体系有以下两个充分条件：

1、如果对于任意力学量 f,g，泊松定理成立即 d
dt
[f, g] = [ d

dt
f, g]+[f, d

dt
g]，

则体系为哈密顿体系。

2、如果 [ξ̇α, ξβ]ξ + [ξα, ξ̇β]ξ = 0，则体系为哈密顿体系。

显然充分条件 1、2 是等价的，实际使用时 2 显然要较为便利。充分条

件 2 中的 ξ̇ 应是通过速度场 ξ̇ = X(ξ, t) 写为状态参量的函数，且充分条件

2 中只有 C2
n 个方程是独立的，也就是只需验证 1 ⩽ α ⩽ β ⩽ n 的情况即

可。

4.5 Canonical Transformation

4.5.1 一般正则变换定义与条件

称变换 ξ → η = η(ξ, t) 为类正则的 (canonoid)，如果 H(ξ, t) 生成

的哈密顿体系以 η 作为状态参量时仍为哈密顿体系。如果变换 ξ → η =

η(ξ, t) 对任意 H(ξ, t) 都为类正则的，则称变换为正则变换 (Canonical

Transformation)。

可以证明，正则变换的充要条件为：

[ξα, ξβ]η = aΩαβ

where a ̸= 0，因此其等价的充要条件为：对于任意的力学量 f,g，有

[f, g]η = a[f, g]ξ

4.5.2 受限正则变换

受限正则变换是指上面正则变换的充要条件中 a=1 的正则变换，后面

的正则变换均为受限正则变换的简称。
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受限正则变换有如下四个等价判据：

1、poisson 括号不变性

[f, g]η = [f, g]ξ ∀f, g

2、基本 poisson 括号不变性

[ξα, ξβ]η = Ωαβ

3、辛矩阵条件

设变换的雅可比矩阵为 Mαβ = ∂ηα
∂ξβ
，则可以证明 M 为辛矩阵，即满足

条件：

MΩMT = Ω 或者 MTΩM = Ω

4、可积条件

存在生成函数 F(q,p,t)，

st. pkδqk − PiδQi = δF

因此，如果 F
′
也为生成函数，则二者只能相差 t 的函数即

F
′
= F + f(t)

通常直接令 f(t) 取 0.

通过将 F,Q 对参数的变分展开，得到如下偏微分方程组：

∂F

∂qk
= pk −

∂Qi

∂qk
Pi

∂F

∂pk
= −∂Qi

∂pk
Pi

下面介绍两种特殊的正则变换：

当 qk → Qk(q, t) 时，若 F=0，则称其为点变换，有 Pi = pk
∂qk
∂Qi

当 Qi = qi 时，称之为规范变换，则有 Pi = pi − ∂F (q,t)
∂qi
。
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4.5.3 辛矩阵

正则变换的雅可比矩阵 M 为辛矩阵，而辛矩阵具有如下性质。

detM=1

且辛矩阵的几何具有群的结构，也就意味着：

辛矩阵的乘法运算具有封闭性，M1,M2 为辛矩阵，则 M = M1M2 也

为辛矩阵。对应物理含义为正则变换的复合变换也为正则变换。

辛矩阵满足乘法结合律，M1(M2M3) = (M1M2)M3，对应物理含义为正

则变换的复合顺序不改变复合后得到的正则变换。

辛矩阵的集合存在单位元 I，使得 MI=IM=I。即恒等变换为正则变换。

辛矩阵的集合存在逆元，即 M−1 也为辛矩阵，正则变换的逆变换为正

则变换。

4.5.4 刘维尔定理

首先说明，哈密顿体系随时间的演化在被动观点下为正则变换：

状态参量的演化由正则方程和初始状态决定，即：

ξα(t) = Σ∞
n=0

tn

n!

dnξα(t)

dtn

从被动观点上，上式表示变换

ηα(t) = Σ∞
n=0

tn

n!

dnξα(t)

dtn

，通过验证基本泊松括号不变性可以证明其为正则变换。

由于正则变换的雅可比矩阵 M 有 detM=1，故正则变换不改变相空间

的体积。又因为哈密顿体系的演化在被动观点上确实为正则变换，故哈密

顿体系的演化过程中，相空间中的任意区域体积不变，这就是刘维尔体积

定理。



第四章 哈密顿力学 45

若相空间中一共有 N 个相点，则定义一个区域的数密度 n = ∆N
∆Γ
，通

过归一化引入态密度函数：

ρ ≜ n

N
= ρ(ξ, t)

因为任意区域的相点数不变（这是由相轨迹不能相交得出的），又刘维

尔体积定理，故 ρ(ξ, t) 不随时间改变为常数，这就是刘维尔定理。也就是

说，t 时刻 ξ 处的态密度函数，与 t=0 时刻 ξ0(t = 0) 处的态密度时相同的。

4.5.5 新哈密顿函数

对于正则变换 ξ → η = η(ξ, t)，尝试寻找变换后的状态参量所对应的

哈密顿函数 K(η, t)，即能够满足正则方程 dηα
dt

= [ηα, K]η。

若 K
′
也为新哈密顿函数，则二者只能相差 t 的函数即 K

′
= K + f(t)，

通常将 f(t) 取 0.

若正则变换不显含 t，即 η = η(ξ)，则 K(η, t) = H(ξ(η), t)

对最一般的正则变换，其新哈密顿函数有：

K = H +
∂F

∂t
+
∂Qi

∂t
Pi

最终，可积条件以及新旧哈密顿函数的关系可以合并至一个式子：

pkdqk − PkdQk + (K −H)dt = dF

通过 F，Q 对 q,p,t 的展开式即可得到可积条件以及新旧哈密顿函数的

关系

4.6 正则变换的分类

4.6.1 正则变换的分类

正则变换中，ξ = (q, p) 和 η = (Q,P ) 均为 2n 个独立变量，尝试寻找

新的独立变量组合如 (q,Q)，以此为依据对正则变换分类。
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如果 det(∂Qi

∂pj
) ̸= 0，则意味着存在反变换 pi = pi(Q, q, t)，故 q,p,Q,P均

可由 q,Q 表示，即 q,Q 为独立的状态参量，这种正则变换称为第一类正则

变换。如下为正则变换的分类：

第一类正则变换 （q,Q）独立

第二类正则变换 （q, P）独立

第三类正则变换 （p,Q）独立

第四类正则变换 （p, P）独立

4.6.2 第一类正则变换

第一类正则变换将 q,Q 作为状态参量。故此时生成函数变为第一类生

成函数

F1(q,Q, t) = F (q, p(q,Q, t), t)

由于 pkdqk − PkdQk + (K −H)dt = dF1，得：

pk(q,Q, t) =
∂F1

∂qk

Pk(q,Q, t) = −
∂F1

∂Qk

K(q,Q, t) = H +
∂F1

∂t

若正则变换已知，则将 q,p,Q,P 均用 q,Q 表示，通过上面两式求解生

成函数 F1，利用第三式解得 K 并变换为 K(Q,P, t)，通过正则方程解得 Q，

P 的演化，反变换得到 q,p 的演化。

若已知生成函数，则可以由上述两式求得 p(q,Q,t),P(q,Q,t)，通过变换

为 P(q,p,t),Q(q,p,t) 确定唯一正则变换。

将第一式代入 det(∂Qi

∂pj
) ̸= 0 则得到海斯条件：

det(
∂2F1

∂qi∂Qj

)
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4.6.3 第二类正则变换

第二类正则变换将 q,P 作为状态参量，第二类生成函数：

F2(q, P, t) = F + PkQk

由于 pkdqk +QkdPk + (K −H)dt = dF，得

pk(q, P, t) =
∂F2

∂qk

Qk(q, P, t) =
∂F2

∂Pk

K = H +
∂F2

∂t

同理，第三类正则变换的生成函数为 F3(p,Q, t) = F − pkqk，第四类正

则变换的生成函数为 F4(p, P, t) = F + PkQk − pkqk

4.7 哈密顿-雅可比理论

4.7.1 哈密顿-雅可比方程

我们希望寻找到一个正则变换，使得在变换后的状态参量 P,Q 生成的

相空间中，相点是保持不随时间变化的，即使变换后的新哈密顿量 K=0.

下面仅讨论第二类正则变换，并定义第二类生成函数为哈密顿主函数

S(q,P,t)。故哈密顿主函数 S 应满足的海斯条件为：

det(
∂2S

∂qi∂Pj

) ̸= 0

由于新哈密顿函数 K=0，即

K = H(q, p, t) +
∂S(q, P, t)

∂t
= 0

又 p = ∂S
∂q
，故得到哈密顿-雅可比方程：

−∂S
∂t

= H(q,
∂S

∂q
, t)
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也就是说，如果我们找到一个主函数 S 的解，则对应正则变换使得变

换后的状态参量 Q，P=const。

4.7.2 哈密顿特征函数

首先明确一些数学方法：哈密顿-雅可比方程为偏微分方程，而我们只

需寻找方程的“特解”，也就是被称为完全积分的解。我们可以将完全积分

解中的积分常数视为新的广义动量 P。如果对于两个独立的变量组 x,y，有

f(x) = g(y) 对任意 xy 取值成立，则 f(x)=g(y)=const。

下面讨论哈密顿量不显含时间 t 的哈密顿体系。不妨设主函数具有如

下形式：

S(q, t) = W (q) + T (t)

where, W(q) 被称为特征函数。则哈密顿方程变为：

−∂T
∂t

= H(q,
∂W

∂q
)

由于 H 为常数，故不妨设广义动量 P1 = H，则分别得到 W，T 满足

的方程：

−∂T
∂t

= P1

H(q,
∂W

∂q
) = P1

得到 T = −P1t 以及特征函数满足的偏微分方程，故主函数为：

S(q, t) = W (q)− P1t

4.7.3 分离变量

设 q = (q1, · · · , qn−1)，希望将特征函数 W 中的 qn 与其他广义坐标解

耦，即 W (q) = W (q) +Wn(qn)。于是有下面几种可简化我们处理的情况：
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1、若 qn 为 H 的循环坐标，即 H 不显含 qn，则 pn 为运动常数，故可

设 Pn = pn，则有
∂Wn

∂qn
= Pn

得到 W = W (q) + Pnqn

2、若 H(q, p) = H(q, p) +Hn(qn, pn) 又 H 为常数，则

Hn = Pn, H(q,
∂W

∂q
) = P1 − Pn

3、若 f(q)H(q, p) = H(q, p) +Hn(qn, pn)，则

Hqn = Pn, H(q,
∂W

∂q
) = f(q)P1 − Pn

4.7.4 完全可分离体系

如果特征函数的全部广义坐标都可以解耦，即

W =
∑

Wk(qk)

则称相应的哈密顿体系为完全可分离体系，相应的正则变换为：

pk =
∂Wk

∂qk
= pqk,P

Qk =
∂S

∂Pk

= Q(q, P, t)

第二式中仅当 k=1 时 Q 表达式才显含时间 t。第一式的反变换及第二式给

出了 2n 个运动常数。



结语

期末考试结束了，那这个 lecture notes 也就到此截稿，下个学期看心

情不知道会不会再出一个课程笔记（大概是不会了）。潘老师的理论力学书

有六章，但是由于期中考试及之后较忙，我未编写“中心力与散射”、“刚

体”较为应用性的这两章的课程笔记，仅编写了“哈密顿力学”。

总体上看这学期还是度过了较为舒适的理论力学课程，2024 年听了一

年潘老师的物理课，应该是目前我来科之后对我的数理与思维影响最深的

老师了，感激之情难以言述。尽管我在理论力学考试的成绩并不是很令人

满意，但是这确是我很喜欢的一门物理课。

顺带一提，考完试回过头来再看看发现笔记里有很多小错误……不过

我也懒得改了，应该没什么人看，就连我自己在期末复习的时候都没有看

()

2025 年 1 月 18 日

某科学的懒羊羊
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